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Forord

Detta kompendium bestar av forelasningsanteckningar for kursen Reglerteknik AK
vid Lunds tekniska hogskola. Kompendiet ar avsett som ett komplement till nadgon
larobok i reglerteknik, samt till den exempelsamling, formelsamling och laborations-
handledning som anvéinds i kursen.

Kursen bestar av 15 forelasningar, dar den sista dr en ren repetition av materialet
ide tidigare 14. Av den anledningen innehéaller kompendiet endast anteckningar fran
de forsta 14 foreldsningarna.

Tore Hagglund






Forelasning 1

Introduktion.
PID-regulatorn

I denna forelasning ger vi forst en introduktion till reglertekniken och visar hur
man kan beskriva reglertekniska problem. Darefter introduceras den enklaste och
vanligaste regulatortypen — PID-regulatorn.

1.1 Vad éar reglerteknik?

Reglerteknik ar tekniken att styra och kontrollera processer sa att de uppfor sig pa
onskat satt. I manga andra grundldggande dmnen, som fysik och mekanik, lar vi
oss hur naturen fungerar. Vi betraktar och gér matematiska beskrivningar av olika
fenomen i var omgivning. Inom reglertekniken anvéander vi denna kunskap for att
styra och kontrollera dessa fenomen. Inom mekaniken har vi till exempel lart oss
ekvationerna som beskriver hastigheten hos en vagn som rullar nedfor ett sluttande
plan. En reglertekniker kan anvinda motsvarande ekvationer for att konstruera
utrustning for automatisk farthallning for bilar och pa sa satt fa bilen att halla
konstant hastighet trots variationer i vigbanans lutning.
Reglerteknik anviands pa en méangd olika sitt. Har dr nagra exempel:

o Autopiloter for flygplan och batar ar reglertekniska konstruktioner dar far-
tygen automatisk héaller en given kurs trots storningar i form av vind och
strommar.

o Att halla konstant temperatur i lokaler, trots variationer i utomhustemperatur
och antal personer i lokalen, ar reglerteknik.

¢ I processindustrin, t.ex. ett pappersbruk, finns hundratals eller tusentals regu-
latorer som ser till att tryck, floden, temperaturer, koncentrationer och nivaer
halles vid 6nskade varden.

¢ I moderna bilar finns manga reglersystem for bland annat farthallning, 1as-
ningsfria bromsar, servostyrning, avgasrening och klimatreglering.

¢ I kameror finns reglersystem for bland annat autofokus och automatisk expo-
nering.

e Det ar inte bara i tekniska sammanhang som reglertekniken forekommer.
I méanniskokroppen finns till exempel ménga reglersystem. Ett exempel ar
temperaturregleringen som ser till att kroppens temperatur ar 37°C trots
variationer i den omgivande temperaturen och kroppens arbetsbelastning. Ett
annat exempel ar ljusregleringen i 6gat. Pupillens storlek justeras automatiskt
s& att belysningen pa nathinnan blir s& jadmn som mdjligt.

Det intressanta ar att alla dessa vitt skilda problem kan beskrivas och losas med
en gemensam teori. Det ar den teorin vi lar ut i denna kurs.
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1.2 Den enkla reglerkretsen

Figur 1.1 Den enkla reglerkretsen

Alla reglerproblem som beskrevs ovan kan sammanfattas i blockschemaform enligt
figur 1.1. Reglerproblemen l6ses med hjalp av aterkoppling (feedback). Den storhet
vi vill reglera betecknas y och kallas matsignal, utsignal eller arvarde. Den signal vi
anvander for att paverka processen betecknas u och kallas styrsignal eller insignal.
Den signal som anger vilket viarde vi vill att den reglerade signalen ska anta beteck-
nas r och kallas referensvirde eller borvarde. Beteckningarna drvarde och borvirde
ar industristandard. Beteckningarna insignal och utsignal anvands i litteraturen,
men &ar olyckliga eftersom de kan skapa forvirring. Hos regulatortillverkare &ar det
t.ex. vanligt att i stallet kalla styrsignalen for utsignal och métsignalen for insignal.

Regulatorns uppgift ar att bestamma styrsignalen u sa att matsignalen y foljer
borvardet r sa bra som mojligt. Reglerproblemet hade varit 14tt om processen varit
statisk, det vill siga om det fanns ett statiskt samband mellan y och u,

y(t) = f(u(?))

De flesta processer ar dock dynamiska, sa att

y(t) = f(u[—oo,t])

Avgorande for att kunna losa ett reglertekniskt problem &r att man forstar dy-
namiken hos den process som ska regleras. De ndrmaste foreldsningarna kommer
att behandla processdynamik och olika sétt att representera processdynamik. Fort-
sattningen pa denna foreldsning ska vi dock dgna at regulatorn och beskriva den
allra vanligaste regulatorn, ndmligen PID-regulatorn.

1.3 PID-regulatorn

Vi skall nu hiarleda PID-regulatorns uppbyggnad, och darigenom visa att den ar en
naturlig utvidgning av den allra enklaste reglerformen, namligen On/Off-regulatorn.

On/Off-regulatorn
On/Off-regulatorn ar den allra enklaste formen av regulator man kan tanka sig.
Dess utsignal u ges av
Umax e>0
u =
Umin e < 0

dar e ar reglerfelet, det vill séga skillnaden mellan borvardet r och drvardet y:
e=r—y

On/Off-regulatorns funktion kan ocksa beskrivas grafiskt enligt figur 1.2.

En nackdel med denna regulator ar att den ger upphov till svingningar i regler-
kretsen. For att regulatorn skall lyckas halla drviardet nara borviardet maste den
standigt véaxla styrsignalen mellan de tva nivderna uyax och upy,. Om vi t.ex. regle-
rar hastigheten hos en bil med hjilp av gaspedalen dar gaspedalen bara kan anta
vardena “ingen gas” och “full gas”, kommer vi att behova viaxla mellan dessa tva
varden for att halla medelhastigheten vid bérviardet. Man kan kora bilen si, men
det ar ingen bra reglering.
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Figur 1.2 Styrsignalen vid On/Off-reglering.

P-delen

On/Off-regulatorns funktion ar bra vid stora reglerfel. Da kan det vara vettigt att
antingen sldppa gasen helt eller att ge full gas. Svingningarna orsakas av regula-
torns uppforande vid sma reglerfel. Ett satt att komma till ratta med svingningarna
ar att minska regulatorns forstarkning vid sma varden pa reglerfelet. Det kan man
gora genom att infora ett proportionalband, eller en P-regulator. Styrsignalen i en
P-regulator ges av

Umax e>eg
u=~<ug+ Ke —ep<e<e
Umin e < —ep

dar ug ar styrsignalens niva da det inte finns nagot reglerfel och K &r regulatorns for-
starkning. P-regulatorn kan ocksa beskrivas grafiskt enligt figur 1.3. P-regulatorns
utsignal overensstammer med On/Off-regulatorns utsignal vid stora reglerfel. Da ab-
solutvardet av reglerfelet &r mindre &n ett varde e 6vergar emellertid styrsignalen
till att bli proportionell mot reglerfelet.

I méanga regulatorer anger man proportionalbandet (PB) i stéllet for forstark-
ningen. Relationen mellan dem &ar

1
PB = %[%]

Forstarkningen K = 1 motsvarar alltsa ett proportionalband pa PB = 100%.

P-regulatorn gor att de sviangningar som finns vid On/Off-reglering forsvinner.
Tyvarr sker detta till priset av att man far ett nytt problem. Det 4r nu inte langre
sédkert att det stationéra reglerfelet blir noll, eller med andra ord att bérviarde och
arviarde overensstimmer nir alla signaler i reglerkretsen blivit konstanta. Detta
kan man latt 6vertyga sig om genom att studera styrsignalen. Vid sma reglerfel
arbetar P-regulatorn inom sitt proportionalband. Reglerfelet ges da av

u—uy
K

e =

u

max

u /

min

Proportionalband

Figur 1.3 Styrsignalen vid P-reglering.
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I stationaritet blir reglerfelet e = 0 om och endast om minst ett av nedanstaende
tva villkor ar uppfyllt.

1. K ar oandligt stor
2. up=1u

Alternativ ett, oandlig regulatorforstiarkning eller proportionalbandet lika med noll,
motsvarar ju On/Off-regleringen. Detta alternativ ar darfor ingen bra 16sning, ef-
tersom man ju déa ar tillbaka vid det ursprungliga problemet med svangningar. Vi ar
alltsa hanvisade till alternativ tva om vi vill eliminera det stationéra reglerfelet. Vi
kan bara bli av med det stationédra reglerfelet om vi kan hitta ett séatt att variera ug
som gor att uy antar samma véirde som styrsignalen u for alla varden pa borvardet
r.

Av uttrycket for reglerfelet hos P-regulatorn ser vi att ju hogre regulatorforstark-
ningen K ar desto mindre blir reglerfelet. Vi ser ocksa att vi minimerar det storsta
stationira reglerfelet som kan uppkomma om vi véljer ett uy som ligger mitt i styr-
signalens arbetsomrade. I de flesta regulatorer ar uy darfor forvalt till ug = 50%. 1
en del regulatorer kan man justera vardet pa ug. Av diskussionen ovan ser vi att
man i detta fall bor valja ug sa néara det stationdra vardet pa styrsignalen u som
méjligt.

I-delen

Om man i stillet for att lata uo vara en konstant parameter forsoker justera den
automatiskt s att man uppnar att uy = u nér alla signaler i reglerkretsen blivit
konstanta eliminerar man det kvarstiende reglerfelet. Det ar just detta integralde-
len (I-delen) i PI-regulatorn astadkommer. Styrsignalen i en Pl-regulator ges av

u= K(% fe(t)dt+e>

dar T; ar regulatorns integraltid. Den i P-regulatorn konstanta nivan u( har alltsa
ersatts med termen

K
w=17 f e(t)dt

som Ar proportionell mot integralen av reglerfelet. Det ar darfor termen kallas
integraltermen eller PID-regulatorns integraldel.

Man kan o6vertyga sig om att Pl-regulatorn har formagan att eliminera kvar-
staende reglerfel genom att studera styrlagen ovan. Antag, att vi har ett stationart
reglerfel sadant att e # 0 trots att vi har en PI-regulator. Om reglerfelet e ar kon-
stant kommer dven proportionaldelen i PI-regulatorn att vara konstant med véardet
Ke. Integraldelen kommer daremot inte att vara konstant. Den kommer att vixa
eller avta, beroende pa om reglerfelet ar positivt eller negativt. Om styrsignalen
vaxer (avtar) maste ocksa processens métsignal y forr eller senare vixa eller avta.
Det innebér i sin tur att felet e = r — y inte kan vara konstant. Eftersom detta
strider mot antagandet att felet ar stationért har vi alltsa visat att vi inte kan ha
nagot stationért fel skilt fran noll da regulatorn innehéller en integraldel. Det enda
tillfallet da samtliga signaler i reglerkretsen ar konstanta ar da e = 0.

Vi har nu visat att en Pl-regulator l6ser problemet med kvarstaende stationart
reglerfel och problemet med svingningar vid On/Off-reglering. PI-regulatorn ar dar-
for en regulator utan nagra egentliga brister. Oftast ar den tillracklig nar kraven pa
reglerkretsens prestanda inte ar alltfor hoga. Darfor ar PI-regulatorn den i séarklass
vanligaste regulatorn i industriella sammanhang.

D-delen

En egenskap som begransar Pl-regulatorns prestanda ar att den enbart ser till
gamla reglerfel och vad som har hént; den forsoker inte prediktera vad som kommer
att hinda med reglerfelet i framtiden. Problemet illustreras i figur 1.4. De tva
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P P
¢ tid ¢ tid

Figur 1.4 Tva reglerfall dar utsignalen fran en PI-regulator &r lika stor vid tidpunkten ¢.

kurvorna i figur 1.4 visar utvecklingen av reglerfelet i tva fall. P-delen i regulatorn
ar proportionell mot reglerfelet vid den aktuella tidpunkten ¢. Detta reglerfel ar lika
stort i de tva figurerna. Integraldelen ar proportionell mot ytan som bildas under
reglerfelskurvan. Dessa ytor ar ocksa lika stora i de tva fallen. Det betyder att en
PI-regulator ger exakt samma styrsignal vid tiden ¢ i de tva fallen. En intelligent
regulator borde se att det ar stor skillnad mellan de tva reglerfallen. I den véanstra
kurvan minskar reglerfelet snabbt, och regulatorn borde har ta det forsiktigt for
att undvika en 6verslang i regleringen. I den hogra kurvan har reglerfelet efter att
tidigare ha minskat plétsligt borjat 6ka. Har borde regulatorn ta i kraftigt for att fa
ner felet igen. Derivatadelen i PID-regulatorn utfor just denna typ av kompensering.

D-delen i en PID-regulator ar proportionell mot dndringen i reglerfelet, det vill
sédga derivatan. Se figur 1.5. Ekvationen for PID-regulatorn &r:

1 de
- — T, 2%
u K<e+Tife(t)dt+ dlt)

dar Ty ar regulatorns derivatatid.

D-delen ér till storst nytta i de fall dar man vinner mycket pa att prediktera
felet. Manga temperaturregleringar ar av denna typ. P4 grund av trogheten ar det i
dessa fall viktigt att avbryta uppvarmningen i tid. Langsam varmeledning kan gora
att temperaturen fortsitter att stiga langt efter det att uppvidrmningen upphort.

Alla som har stekt pa en tjockbottnad stekpanna har sett detta fenomen. Det
kan ta ganska lang tid fran det att man satter ner temperaturen pa spisen tills
temperaturen pa pannan borjar sjunka. Under tiden kan temperaturen gora en
rejal ”6verslang” om man inte har haft en forsiktig reglering.

PID-regulatorn kan sammanfattas med figur 1.5. Proportionaldelen ger ett bi-
drag till styrsignalen som &r proportionellt mot det aktuella reglerfelet. Integralde-
len ar PID-regulatorns minne. Den &ar proportionell mot en viktad summa av alla
gamla reglerfel. Derivatadelen forsoker se framéat och anvéands for att berdkna hur
reglerfelet kommer att forandras den narmaste framtiden.

t
Figur 1.5 Integraldelen ar proportionell mot ytan under reglerfelet, proportionaldelen ar pro-

portionell mot det aktuella reglerfelet, och derivatadelen 4r proportionell mot #ndringen av
reglerfelet.
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Forelasning 2
Processmodeller

I de narmaste foreldsningarna ska vi diskutera olika sétt att beskriva processens dy-
namik. Det finns i princip tva satt att ta fram en modell som beskriver dynamiken
hos processen. Det ena ar att rakna ut modellen via massbalanser, energibalan-
ser, kraft- och momentjamvikter etc. Det andra séattet ar att utfora experiment pa
processen. Oftast anvinds en kombination av de tva.

2.1 Tillstandsmodell

Genom att stdlla upp lampliga balansekvationer kan man beskriva processen med
en differentialekvation:

d"y d" 1y d"u d" u
g Togmm too-tany = bo a +b1 1

+...+bsu (2.1)

Denna ekvation ar linjar. Oftast leder balansekvationerna dock till olinjara dif-
ferentialekvationer. Detta problem behandlar vi i nista avsnitt.

Differentialekvationen (2.1) kan skrivas pa tillstandsform. Om man infor n styc-
ken tillstand x1, x9, - - -, x,, kan ekvation (2.1) skrivas som ett system av forsta
ordningens differentialekvationer:

xl = fl(xlj X2+« Xn,y u)

%o = fo(x1, Xo, ..., X, 1)

%n = fr(x1, X2, ..., Xy, 1)

y=g(x1, %2,..., X, )

Notera att funktionerna f; och g ar funktioner av tillstdnden och styrsignalen.
Matsignalen y far inte forekomma hér.
Infor vektorerna

X1 fi

X9 f2
x = f=

Xn fn

Da kan vi skriva ekvationssystemet pa den kompakta formen

x=f(xu)
y:g(x:u)

12



2.1 Tillstandsmodell

ExEMPEL 2.1 —FRAN DIFFERENTIALEKVATION TILL TILLSTANDSFORM
Antag att vi fatt fram féljande differentialekvation som beskriver processen:

J+ a1y +asy =bu

Eftersom detta ar en andra ordningens differentialekvation &r n = 2 och det behovs
tva tillstand for att skriva ekvationen pé tillstdndsform. Dessa kan viljas pa oandligt
manga olika satt. Ett mojligt val ar

X1 =Y

X9 = y

Detta ger foljande tillstdndsbeskrivning:

= ) G
X = X+ u
—as —ai b

Allméant ser tillstdndsbeskrivningen ut som:

x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du

diar A, B, C och D ar matriser. S4 kan den alltid skrivas under forutsittning att
f(x, u) och g(x, u) &r linjara.

Att f och g ar linjara innebdr att processen har samma dynamiska egenska-
per i alla driftligen. Om processen ar linjar galler superpositionsprincipen. Om
styrsignalerna u; och ug resulterar i matsignalerna y; respektive ys sdger superpo-
sitionsprincipen att styrsignalen u; + us resulterar i matsignalen y; + ys.

I figur 2.1 visas ett exempel pa en process som inte ar linjar. Processen bestar
av en tank dar viatska pumpas ut. Malet for regleringen ar att styra ventilen som
paverkar inflodet till tanken sa att nivan halles konstant. Da tanknivan &r lag ar
tankens tvarsnittsarea liten. Det betyder att en dndring i inflodet ger en relativt
snabb och stor &dndring av tanknivan. Processen ar darfor snabb och har en hog
forstarkning vid lag tankniva. Da tanknivan &r hog blir processen langsam med en
lag forstarkning.

Vad gor vi om f eller g ar olinjara? Man kan naturligtvis beskriva processen
med olinjara differentialekvationer, men detta blir betydligt mer komplicerat att
hantera. Darfor gor man ofta sa att man approximerar den olinjara ekvationen med

Figur 2.1 En olinjar process

13



Forelasning 2. Processmodeller

Figur 2.2 Linjarisering av en olinjar process

en linjar. Metoden illustreras i figur 2.2. Om vi vet att vi vill reglera tanken vid en
viss niva, kan vi anta att tanken har vertikala vaggar som i figuren. Pa s& satt far
vi en linjar process. Nar vi ligger nara den énskade nivan ska forhoppningsvis de
linjara och olinjara ekvationerna ha likartade egenskaper.

2.2 Linjarisering

Vi ska nu visa hur man kan linjarisera ett system

x=f(xu)
y:g(x:u)

dar f och g ar olinjara funktioner av x och u. Vid linjariseringen gar man igenom
foljande fyra steg:

1. Bestadm en stationdr punkt (xo, u¢) vid vilken vi ska approximera systemet.
Vid en stationidr punkt giller att

%=0 <& f(x0,u0)=0

2. Taylorserieutveckla f och g runt (xo,uo). Behéll enbart forsta ordningens
termer.

F ) % £ o) + 5 (30, 0) (& = 70) + 3 (3, ) s — o)
905 w) ~ g, o) + -9, w0) (= 30) + 59 o, o) — )

Notera att f(xo, uo) = 0 och infor beteckningen yy = g(xo, uo).

3. Introducera nya variabler:

Ax = x— xo
Au=u—ug

Ay =y =0
4. Tillstandsekvationerna i de nya variablerna blir nu:
: o . 0 0
Ax=2x—gg=x=f(x,u) ~ af(xo, uo)Ax + af(xo, uo)Au = AAx + BAu

0 0
Ay=y—yo=9g(x,u) —y ~ %g(xo, uo)Ax + ag(xo, uo)Au = CAx + DAu

14



2.2 Linjarisering

Notera att x och f ar vektorer. Om vi till exempel har ett andra ordningens
system med tva tillstand, x; och xg, en matsignal y och en styrsignal u géaller att

afl afl 6f1
SRINHESES |Fo | {ENEr
xg ) fa ) Ox Ofs  Of: |” Ou ofs | O0x 8x1 Oxe

dx1  Oxp u

EXEMPEL 2.2—LINJARISERING AV OLINJAR TANK

I figur 2.3 visas den olinjiara tankprocessen vi studerat tidigare, men nu med nag-
ra beteckningar utritade. Om vi antar att viggarna bildar en vinkel som gor att
diametern pa vatskeytan ar lika stor som vitskehgjden A blir vatskevolymen

h?
V=—
12

En massbalans for tanken ger att dndringen av volymen &r lika med inflodet minus

utflodet:
dv

dt
Vi ar intresserade av dndringar i nivan. Dessa far vi genom

=Qqin —qut

dv _dvdh _h®dh
dt  dhdt 4 dt
Alltsa:
dh 4
z = ;W (qin _qut)

Infor de vialkdnda beteckningarna:
XxX=y= h; U =4din
och forutsatt att q,; ar konstant. Da far vi den olinjara tillstandsbeskrivningen

. 4
= (v —que) = f(x,u)
y=x=g(xu)

Nu linjariserar vi enligt metodiken ovan:

1. Stationir punkt.
f (%0, u0) = 0 & uo = qus

Detta villkor innebér helt enkelt att inflodet skall vara lika med utflodet
stationdrt. Vi far inga krav pa nivan x, det vill sidga vi kan linjirisera vid
vilken niva som helst.

Dyt

Figur 2.3 Den olinjara tanken i exempel 2.2

15
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2. Taylorserieutveckling.

8 4 4
f(x%u) » —— (1o — qui)(x — x0) + —5 (u —uo) = —— (1 — uo)
TN TG TG

glx,u) ~yo+1:(x—2x0)+0-(w—uop)=yo+ (x—x0)

3. Nya variabler:

Ax = x — X9
Au =u — ug

Ay =y =0
4. Tillstandsekvationer i de nya variablerna:

. 4
Ax = f(x,u) ~ —5Au
X,

Ay = g(x,u) —yo = Ax
Vi ser alltsa att linjariseringen i detta fallet inneburit att vi ersatt divisionen med

h? i den ursprungliga ekvationen med en division med xZ, dar xo &r nivan som vi
linjariserar kring. O

2.3 Overforingsfunktionen

Laplacetransformen av en tidsfunktion f(¢) definieras som

L)) = F6) = [ e r@ar

dédr variabeln s 4r ett komplext tal. Om f(0) = 0 har Laplacetransformen den
trevliga egenskapen att
df(t
L <—];§ )> (s) =sF(s)

det vill sdga derivation av tidsfunktionen motsvaras av multiplikation av motsva-
rande Laplacetransform med s. Hogre ordningens derivator ges pa motsvarande satt

" a"f(1)
"f(t
= nF
£(450) 6 =57
forutsatt att £(0) = f/(0) = ... = f*1(0) = 0. Vi kommer i fortsittningen att

forutsatta att alla dessa funktionsviarden &r noll.

EXEMPEL 2.3—LAPLACETRANSFORM AV DIFFERENTIALEKVATION
Antag att foljande differentialekvation beskriver processen:

¥+ a1y + asy = biu + bou
Laplacetransformering ger:
(s 4+ a1s + a2)Y (s) = (bis + ba)U(s)

Detta kan ockséa skrivas som

bis + by

Y = -
(s) s2+ajs+as

U(s) = G(s)U(s)

16



2.3 Overforingsfunktionen

O
Funktionen G(s) kallas systemets overforingsfunktion. Ofta bestar den, som i
exemplet ovan, av kvoten mellan tva polynom:

_ Q(s)

4= 3

Nollstillena till polynomet @(s) kallas systemets nollstillen. Nollstéllena till po-
lynomet P(s) kallas systemets poler. Liangre fram kommer vi att se att polernas
varden ar av avgorande betydelse for uppforandet hos systemet.

ExEMPEL 2.4—PID-REGULATORNS GVERFORINGSFUNKTION
I detta exempel berdknar vi PID-regulatorns overforingsfunktion. Fran Forelas-
ning 1 hamtar vi ekvationen fér PID-regulatorn:

1 de
u= K<e+ T fe(t)dt+Tda>

Laplacetransformering ger

U(s) = K <E(s) + siTiE(s) + TdsE(s)) _K (1 + si:r + Tds> E(s)

Hér har vi utnyttjat att integration svarar mot division med s, pd samma satt som
derivation svarar mot multiplikation med s.
PID-regulatorns overforingsfunktion ges alltsa av

1
Gr(s) = K<1 +omt Tds>

Samband mellan tillstandsbeskrivning och 6verforingsfunktion

Ofta vill man kunna arbeta bade med tillstdndsbeskrivningen och 6éverforingsfunk-
tionen. Darfor ar det viktigt att kunna ta sig mellan dessa beskrivningar. Vi avslutar
darfor med att visa hur det gar till.

Overgang tillstandsform — G(s) Utga fran tillstandsbeskrivningen

x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du

Laplacetransformering ger

sX(s) = AX(s)+ BU(s)
Y (s) = CX(s) + DU(s)

Lés ut X (s) ur den forsta ekvationen och eliminera darefter X(s) i den andra.
X(s) = (sI — A)"'BU(s)
Y (s) = C(sI — A)"*BU(s) + DU(s)
dar I ar enhetsmatrisen. Overforingsfunktionen blir alltsa
G(s)=C(sI-A)'B+D

Overforingsfunktionens nimnarpolynom ges av P(s) = det(sI — A), vilket innebér
att det ar identiskt med karaktéristiska polynomet for matrisen A. Det betyder att
systemets poler ar identiska med egenviardena hos matrisen A. Detta kommer vi att
utnyttja i fortsattningen.
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Forelasning 2. Processmodeller

Overgang G(s) — tillstandsform Det finns ingen entydig 16sning pa detta pro-
blem. For en n-te ordningens overforingsfunktion kravs det minst n tillstidnd, men
dessa tillstidnd kan véiljas pa oandligt ménga olika sétt. Det 4r dessutom tillatet att
véilja fler 4n n tillstand.

Ibland ar valet av tillstdnd naturligt och ges av vissa fysikaliska storheter som
lage, hastighet och acceleration. I andra sammanhang kéanner vi inga fysikaliska
tillstdnd och &ar bara intresserade av att fa fram en godtycklig n-te ordningens
tillstdndsbeskrivning. For detta exemplet finns det tre olika beskrivningar i formel-
samlingen: Styrbar form, observerbar form, samt diagonalformen.

2.4 Blockschemabeskrivning

I figur 1.1 beskrevs den enkla reglerkretsen i ett blockschema, eller blockdiagram
som det ocksa kallas. Blockschema ar ett bekvamt och effektivt satt att beskri-
va samband mellan signaler i reglertekniska sammanhang. Om man erséitter de
allménna beskrivningarna som Regulator och Process i figur 1.1 med de 6verforings-
funktioner som beskriver sambandet mellan signalerna kan man ur blockschemat
riakna ut samband mellan olika signaler i diagrammet.

I figur 2.4 visas ett mycket enkelt blockdiagram som enbart beskriver en process
med insignalen u, utsignalen y och overforingsfunktionen Gp(s). Diagrammet ska
tolkas sa att den signal som kommer ut fran blocket ges av overforingsfunktionen i
blocket ganger insignalen, d.v.s.

Y(s) =Gp(s)U(s)

De flesta blockdiagram bestar av tre komponenter; block med 6verforingsfunk-
tioner, signaler som representeras med pilar och summatorer. I figur 2.5 visas
blockschemat for den enkla reglerkretsen med processens 6verforingsfunktion Gp,
regulatorns overforingsfunktion Gr och signalerna referensvarde r, styrsignal u,
matsignal y och reglerfel e. Blockschemat ger foljande samband mellan signalerna.

Y =G,U
U =GgrE (2.2)
E=R-Y

Om man till exempel vill bestdmma 6verforingsfunktionen mellan referensvirdet
r och métsignalen y kan man successivt eliminera de 6vriga signalerna pa foljande
satt.

Y =G,U —  Y=G,U — Y =G,Gg(R-Y)
U =GrE U=Ggr(R-7Y)
E=R-Y

Slutligen ges éverforingsfunktionen mellan r och y av

Y = G,Gr(R -Y)
(1+ G,Gr)Y = G,GgrR

(2.3)
_ GPGR
14+ G,Gg
u y
—_—] GP .

Figur 2.4 Blockdiagram for en process
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2.4 Blockschemabeskrivning

Gr

Gp

-1

Figur 2.5 Blockdiagram for en reglerkrets

Nar man vant sig vid blockschemarikning behéver man ofta inte stilla upp
delresultat liknande dem i (2.2), utan man kan direkt skriva upp ekvationer dar
enbart de intressanta signalerna finns med, som den 6versta ekvationen i (2.3). Det
gor man genom att utga fran utsignalen och sedan arbeta sig bakat i schemat, mot

pilarnas riktning.

Vid mer komplicerade konstruktioner behover man dock dela upp rakningarna
och inféra hjalpvariabler om sddana inte redan ar utsatta. I dessa fall kan det vara

bra att skriva in hjalpvariabler efter summatecknen, som e i figur 2.5.
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Forelasning 3

Impuls- och
Stegsvarsanalys

I denna forelasning ska vi forst beskriva ytterligare tva processmodeller, ndmligen
impuls- och stegsvaret. Direfter ska vi underséka sambandet mellan Gverforings-
funktionens och stegsvarets egenskaper.

Ett system kan skrivas pa tillstandsform

x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du

Losningen till detta system av differentialekvationer ar
t
y(t) = CeAlx(0) + C f A7) By(7)dr + Dul(t) 3.1)
0

Utsignalen y kan alltsa beskrivas med tre termer. Den forsta termen tar hansyn till
initialtillstanden. Dessa ar for det mesta ointressanta i reglertekniska sammanhang
utom nér regulatorn tas i drift. Den tredje termen &r en sa kallad direktterm. Den
ar ofta forsumbar i tekniska system. Aterstar den andra termen. Den bestar av en
integral av styrsignalen, viktad pa nagot satt. Vi ska anvanda lésning (3.1) for att
studera impulssvaret och stegsvaret. I nésta foreldsning ska vi anvinda losningen
for att undersoka frekvenssvaret.

3.1 Impulssvar

I figur 3.1 visas ett impulssvar, dvs utsignalen y fran en process da insignalen u
ar en kort puls. Antag att styrsignalen kan beskrivas som en ideal puls, dvs en
Diracfunktion

u(t) = 8(¢)

Om vi sétter in denna styrsignal i ekvation (3.1) och forutsatter att initialtillstandet
x(0) = 0 far vi

t
y(t)=C f A" BS(v)dr + DS(t) = Ce™ B + DS(t) = h(t) (3.2)
0

Impulssvaret kallas aven viktfunktionen och betecknas %(z). Anledningen &r
foljande. Genom att jamféra uttrycket for viktfunktionen (3.2) med den generella
ekvationen for utsignalen ser vi att vi kan skriva om ekvation (3.1) som

() = foth(t— Du(r)dr (3.3)

Viktfunktionen talar med andra ord om vilken vikt man ska ldgga vid gamla insig-
naler dd man berdknar utsignalen.
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3.2 Stegsvar

tid

Figur 3.1 Impulssvarsexperiment

Laplacetransformen for en impuls fas ur definitionen pa Laplacetransformen:

U(s) = fio e*tS(t)dt =1

Det betyder att Laplacetransformen av impulssvaret ar lika med overféringsfunk-
tionen:
Y(s)

G(s) = U6) =Y(s)

Impulssvarsanalys ar inte sérskilt vanligt i tekniska system. Daremot ar det
vanligt i medicinska och biologiska system. Man kan t.ex. injicera ett &mne i blodet
och studera upptagning och utséndring.

3.2 Stegsvar
I figur 3.2 visas ett stegsvar, dvs utsignalen y fran en process da insignalen u

ar ett steg. Detta ar det i sdrklass vanligaste experimentet for att bestamma en
processmodell i tekniska sammanhang. Antag att styrsignalen ar ett steg:

1 t>0
u(t) =
0 t<0

Om vi sdtter in denna styrsignal i ekvation (3.3) far vi

y(t) = foth(t— Ydr' =[r=t—7]= foth(r)dr

Stegsvaret dr med andra ord integralen av impulssvaret. Laplacetransformen for ett
steg ar

_ Oo—st __1 —stoo_l
U(s)—f_e dt = S[e ]0—8
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Forelasning 3. Impuls- och Stegsvarsanalys

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i
08} |
06} g
S
041 g
02} g
0 |
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tid

Figur 3.2 Stegsvarsexperiment

3.3 Samband mellan poler och stegsvar

Vi ska i detta avsnitt studera sambandet mellan 6verféringsfunktionen och stegsva-
ret. D4 insignalen u(¢) dr ett steg blir Laplacetransformen av utsignalen y(%)

Y (s) = G(s)U(s) = G(s)%

Om man vill veta hur stegsvaret ser ut kan man naturligtvis inverstransformera
detta uttryck. I manga sammanhang ar det dock bra att kunna se stegsvarets
egenskaper direkt i 6verforingsfunktionen utan att behova inverstransformera.

Tva satser som ar anviandbara for att avgora stegsvarets egenskaper i initials-
kedet och i slutskedet ar:

Begynnelsevirdesteoremet: lin% f(¢) = lim sF(s)
t— §—00
Slutvérdesteoremet: tlim (@)= lin% sF(s)

Det ar viktigt att betona att dessa satser maste anvidndas med forsiktighet. Innan
man anviander dem maste man forst overtyga sig om att gransviardena verkligen
existerar. Detta kommer vi att forklara narmare langre fram i kursen, i Forelasning
7.

Med hjalp av slutvardesteoremet kan man pa foljande satt berdkna slutvardet
av mitsignalen y d& insignalen u ar ett enhetssteg

1
tlim y(¢) = lir%sY(s) = lin&sG(s)g = G(0)

Forutsatt att gransvardet existerar bestams det stationadra véardet av utsignalen
allts& av overforingsfunktionens statiska forstarkning G(0).

Stegsvarets egenskaper bestams till stor del av polernas varden. I denna forelas-
ning ska vi se hur polernas virden paverkar stegsvarets egenskaper for nagra enkla
processer. Nollstéllenas inverkan behandlas langre fram i kursen, i Foreldsning 12.
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3.3 Samband mellan poler och stegsvar

Singularitetsdiagram Stegsvar
1
0.5
T=1 T=2 T=5
,E 0 % * 3

-0.5

-1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5
Re

Figur 3.3 Polernas placering och stegsvaret for processen G(s) = K/(1+ sT) d& K = 1 och
T =1,2 och 5.

ExEmMPEL 3.1 —FORSTA ORDNINGENS SYSTEM
Antag att en process har overforingsfunktionen

K
G =
(&) =157
Denna process har en pol i s = —1/T. Om insignalen till processen &r ett enhetssteg

blir Laplacetransformen av processens utsignal

Y(s) = Gls)-, = ﬁ

Genom att inverstransformera detta uttryck far vi processens utsignal

y(t) = K(l—e—t/T)

Om T < 0, det vill sdga om polen ligger i hogra halvplanet, 4r processen instabil
och y(t) vaxer obegrinsat. I fortsattningen forutsatter vi att 7 > 0, d.v.s att polen
ligger i vanstra halvplanet.

I figur 3.3 visas processens stegsvar for tre olika virden pa T. Figuren visar att
ju mindre T &r desto snabbare blir stegsvaret. I figuren visas ocksé processens pol.
Ju langre in i vanstra halvplanet polen ligger desto snabbare blir stegsvaret.

I detta exempel ger slutvirdesteoremet

sK
fim () = g () = iy 725
Slutviardesteoremet sédger att processens utsignal gar mot y = K di ¢ — oo.
Parametern T kallas for processens tidskonstant. Vid tidpunkten ¢ = T ar
processens utsignal

WT) =K (1=eTT) =K (1-¢™) ~ 0.63K

Tidskonstanten T anger allts& den tid det tar for stegsvaret att n& upp till 63% av
sitt slutvirde. Detta framgér av figur 3.3.

Begynnelsevirdesteoremet applicerat p& y(¢) ger informationen att y(0) = 0.
Mer intressant ar att studera hur snabbt processens utsignal dndras i initialskedet,
det vill sdga att studera y(0).

L. . . $°K K
i 3(8) = lims - sY (s) = lim 7" = 7

Ju kortare tidskonstanten ar, det vill séga ju langre in i vinstra halvplanet polen
ligger, desto snabbare dndras processens utsignal initialt. Detta framgar ocksa av
figur 3.3. O
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Forelasning 3. Impuls- och Stegsvarsanalys

Singularitetsdiagram Stegsvar
1
1.2
0.5 1 T=1
T=1 T=2 0.8
E o0 " ol 0.6 T-2
0.4
-0.5
0.2
-1 0
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 0 5 10 15
Re tid

Figur 3.4 Polernas placering och stegsvaret for processen G(s) = K /(1 +sT)? d4 K = 1 och
T =1 och 2.

ExXEMPEL 3.2—ANDRA ORDNINGENS SYSTEM, REELLA POLER
Antag att en process har overforingsfunktionen

K
G =
©) = Trsma+sm)
Denna process har tva reella poler i s = —1/T} och s = —1/T5. Om insignalen till

processen ir ett enhetssteg blir Laplacetransformen av processens utsignal

1 K

Y(s) = G(S)s T s(14+sTy)(14sT)

Genom att inverstransformera detta uttryck far vi processens utsignal

T —t/Th _ T. —t/Ts
K<1 B = Tze ) T # T
y(t) = .
K<1 —e T — Fﬂ”) T)=T,=T

I det forsta uttrycket ser vi att d4 den ena tidskonstanten &dr mycket mindre &n
den andra kommer stegsvaret att ndrma sig det for en forsta ordningens process
som vi fick fram i exempel 3.1. Da t.ex. T7; > Ty far man ett stesvar som liknar
det i exempel 3.1 med T ~ T;. Om nagon pol ligger i hogra halvplanet ar processen
instabil och y(¢) vixer obegransat. Vi forutsatter att bada polerna ligger i vénstra
halvplanet, det vill sdga att 77 > 0 och Ts > 0.

I figur 3.4 visas processens stegsvar da Ty = Ty = T. Precis som i det forra
exemplet ser vi att stegsvaret blir snabbare ju langre in i vanstra halvplanet polerna
ligger.

I detta exempel ger slutvirdesteoremet

sK
li t) =limsY (s) = li =K
tigloy( ) e (s) part) s(14sT1)(1 + sT)

Slutviardesteoremet séiger att processens utsignal gar mot y = K di ¢ — oo.
Begynnelsevirdesteoremet applicerat pa y(t) ger

s?’K
limy(z) = li -sY(s) = li =0
tl—I}(}y( ) P (s) e s(1+sT1)(1 +sTy)

Tidsderivatan ar alltsa noll, vilket ocksa framgéar av figur 3.4. Det ar latt att 6vertyga
sig om att tidsderivatan ar noll for alla system dar antalet poler minus antalet
nollstillen ar storre &n ett. O
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3.3 Samband mellan poler och stegsvar

N Im

Figur 3.5 Tolkning av parametrarna i polynomet s2 + 2Cwos + w%. Frekvensen wg betecknar
polernas avstand fran origo och relativa ddmpningen ges av { = cos ¢.

EXEMPEL 3.3—ANDRA ORDNINGENS SYSTEM, KOMPLEXA POLER
For ett andra ordningens system med komplexa poler ar det ofta bekvamt att skriva
overforingsfunktionen som

2
Kuwj

Gs) = ——20
(5) s2 + 2Cwos + wi

0<(¢x1

Betydelsen av parametrarna wg och ¢ framgar av figur 3.5. Parametern wg betecknar
polernas avstand fran origo. Parametern ¢ kallas for relativa dampningen och &r
kopplad till vinkeln ¢ i figur 3.5 genom

¢ =cosg

Relativa dampningen ¢ anger relationen mellan real- och imaginardelen.
Om insignalen till processen ar ett enhetssteg blir Laplacetransformen av pro-
cessens utsignal

1 Kw?
Y = G —_ =
(s) (s) s s(s2 + 2Cwos + wd)

Genom att inverstransformera detta uttryck far vi processens utsignal

y(t) = K(l - \/1;_4213_4““” sin (wm/l — (2% + arccos{)) 0<(¢x1

I uttrycket ingar en term bestdende av en sinussignal med en amplitud som avtar
med tiden. Stegsvaret kommer darfor att innehalla en komponent som bestar av en
déampad sinussignal.

I figur 3.6 visas processens stegsvar for nagra olika varden pa ¢ och wy. Pa-
rametern wo bestimmer polernas avstand fran origo. Precis som i de foregdende
exemplen blir stegsvaret snabbare ju ldngre in i vanstra halvplanet polerna ligger.
Vi ser ocksa att stegsvarets form inte &dndras sa ldnge ¢ ar konstant.

Parametern ¢ bestammer forhallandet mellan real- och imaginardelen for poler-
na. I figur 3.6 framgar att ju mindre ¢ ar desto storre 4r imaginérdelen i forhallande
till realdelen. Av figuren framgar ocksa att ju mindre ¢ ar desto sdmre dampat ar
stegsvaret. Vi ser ocksa att initialskedet i stegsvaren ar ungefiar desamma och att
snabbheten ar ungefar densamma sa lange wy ar konstant.
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Forelasning 3. Impuls- och Stegsvarsanalys

Singularitetsdiagram Stegsvar
N
1 wp=15 ¥ 1.5
A
“'0=1\*\ wy=15 wy=1 wy =05
0.5 N
wp =05 X 1 —_—
N
E o0
e
wp =05 o
-05 4 0.5
/
wy=1 %
1 wg =15 o 4
< 0
-2 -1 0 1 0 5 10 15
Re tid
Singularitetsdiagram Stegsvar
1 g
//(:0.3 1.5 ¢=03
, )‘g =07
0.5 x —o0n
; ¢=09 ; .
E o '
| (=09
\
* ¢=09 0.5
-0.5 N
S (=03
-1 e 0
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 0 5 10 15
Re tid

Figur 3.6 Polernas placering och stegsvaret for processen G(s) = K/(s> + 2¢wos + w?) da
K = 1. De tva ovre diagrammen visar fallet dd ¢ = 0.7 och wg = 0.5, 1 och 1.5. De tva undre
diagrammen visar fallet d& wo = 1 och ¢ = 0.3, 0.7 och 0.9.

I detta exemplet ger slutvirdesteoremet

sKw?
lim y(¢) = limsY (s) = lim =
tlooy( ) sl—>0 ( ) sl—>0 3(32 + 2¢wos + w%)

Slutviardesteoremet sédger att processens utsignal gar mot y = K da ¢ — oo. Detta
framgar av figur 3.6.
Begynnelsevirdesteoremet applicerat pa y(t) ger

ZK 2
limy(¢) = lim s - sY(s) = lim 5 2% 5T =
t—0 $—00 $—00 3(32 + 2Cw03 + wo)

Pa samma sétt i fallet med reella poler i foregdende exempel ar tidsderivatan noll i
detta andra ordningens exempel. O
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Forelasning 4
Frekvenssvarsanalys

I detta kapitel beskrivs ytterligare séatt att beskriva processens dynamik, ndmligen
modeller som bygger pa frekvenssvar. Dessa modeller askadliggérs normalt grafiskt.
Vi gar igenom tva grafiska beskrivningar av frekvenssvaren - Bodediagrammet och
Nyquistdiagrammet. Kapitlet och modellbyggnadsdelen i kursen avslutas med nagra
exempel p4 samband mellan de olika processmodeller som tagits upp i kursen.

4.1 Frekvenssvar

I figur 4.1 visas ett frekvenssvar, dvs utsignalen y fran en process da insignalen u ar
en sinussignal. I figuren ser vi att utsignalen efter en transient blir en sinussignal
med samma frekvens som insignalen. Det enda som skiljer de tva signalerna at efter
inledningstransienterna ar att de har olika amplituder och att de ar fasfoérskjutna i
forhallande till varandra. Vi ska nu rikna ut att detta alltid géller.

Antag att styrsignalen ges av en sinussignal med frekvensen w, det vill siaga

u(t) = sinwt

Lat processen vi studerar ha overforingsfunktionen G(s) och impulssvaret A(t).
Eftersom en impuls har Laplacetransformen 1 giller da

G(s) = L(h(t))(s) = f ()t

10 12 14 16 18 20
tid

Figur 4.1 Frekvenssvarsexperiment
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Forelasning 4. Frekvenssvarsanalys

Detta har vi nytta av nir vi nu ska se vilken utsignal vi far da insignalen &r en
sinussignal. Nar transienterna dott ut, dvs da ¢t — oo, far vi fran ekvation (3.3)

(1) = fot h(t — 7)u(r)dr = [r =t — 7] = fot h(t)u(t — 7)dr
= fot h(7)sinw(t — 7)dT = Im[ot k()" dr

t
= Imf h(T)e ™Tdre™! = [t — o] = Im G(iw)e'™’
0
= |G(iw)|Im '28G(@) et — |G(iw)| sin(wt + arg G(iw))

Det betyder att om styrsignalen ges av u(¢) = sin(wt) s& blir métsignalen y(¢) =
asin(wt + ¢) dar

a=|G(iw)]
¢ = arg G(iw)

Om vi gor en frekvensanalys, det vill siaga later styrsignalen vara en sinussignal
med varierande frekvens och méter amplituden och fasvridningen hos métsignalen,
kan vi alltsd bestamma overforingsfunktionens varde for dessa frekvenser. Vi far
en tabell, dar vi for varje frekvens far overforingsfunktionens forstarkning och fas.
En tabell ar ett obekvamt sétt att representera processdynamik. Darfor askadlig-
gor man tabellen grafiskt. Detta kan goras pa flera satt. Vi gar igenom tva satt,
Nyquistdiagrammet och Bodediagrammet.

4.2 Nyquistdiagrammet

I Nyquistdiagrammet ritar man det komplexa talet G(iw) for virden pd w i inter-
vallet [0, co] i det komplexa talplanet. I figur 4.2 visas en typisk Nyquistkurva for
en process.

De flesta processer ar av lagpasskaraktéar. Det betyder att métsignalen paver-
kas av lagfrekventa insignaler medan hogfrekventa signaler dampas ut. Eftersom

0.4

Im G(iw)
021 B

Re G(iw)

N / —arg G(iw)

\

A

L \ 4
-0.2 N

N

L IGGw))

_q I I I I I I
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Figur 4.2 Nyquistdiagram
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4.3 Bodediagrammet

0.2 Im G(iw) e

Re G(iw)

-0.2 —

I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 4.3 Nyquistkurvan i exempel 4.1

avstandet fran origo till Nyquistkurvan beskriver processens forstarkning, kommer
Nyquistkurvan darfor oftast att dras in mot origo for hoga frekvenser, som i figur
4.2. Fasvridningen mellan in- och utsignalerna brukar oftast ocksi bli stérre nar
frekvensen okar. Darfor far man det spiralformade utseende som visas i figur 4.2.

Foljande exempel visar hur man kan rakna ut Nyquistkurvans utseende om man
kanner overforingsfunktionen.

ExEmMPEL 4.1 —NYQUISTDIAGRAMRITNING
Antag att processen ges av overforingsfunktionen

G(s) =

s+1
Vi riknar ut G(iw) och separerar real- och imaginérdelarna:

1 1—iw 1 w

Gliw) — _ _ .
(iw) 1+iw 14+w? 14 w? l1+w2

Vi ser att realdelen alltid ar positiv och imaginérdelen alltid negativ. Nyquistkurvan
kommer med andra ord att ligga i fjairde kvadranten. Vidare ser vi att G(iw) ~ 1
for smé w och att G(iw) — 0 d& w — oo. Nyquistkurvan visas i figur 4.3 O

4.3 Bodediagrammet

I Bodediagrammet ritar man tva kurvor, |G(iw)| respektive arg G(iw) som funktio-
ner av w. I figur 4.4 visas Bodediagrammet foér en typisk process. Beloppet ritas
i logaritmisk skala, medan argumentet ritas i en linjar skala. Frekvensaxeln ar
logaritmisk.

Bodediagrammet for en process ser ofta ut som i figur 4.4. For laga frekvenser
har vi ofta en forstarkning som &ar konstant och svarar mot processens statiska
forstarkning. Efterhand som frekvensen okar minskar forstarkningen och fasvrid-
ningen okar. Processen dr med andra ord av lagpasskaraktir som vi sett tidigare.
Det finns dock undantag som vi snart ska se.
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Forelasning 4. Frekvenssvarsanalys

Forstarkning

-350 L 5
3 10 10
Frekvens [rad/s]

Figur 4.4 Bodediagram

Bodediagrammet har en del egenskaper som gor det lattare att rita 4n Nyquist-
diagrammet. Antag att vi kan dela upp overforingsfunktionen som en produkt av
flera deloverforingsfunktioner, t.ex.

G(s) = G1(s)G2(s)Gs(s)
Det betyder att logaritmen av beloppet respektive argumentet ges av

log |G(iw)| = log|G1(iw)| + log |Ga(iw)| + log |Gs(iw)|
arg G(iw) = arg G1(iw) + arg Ge(iw) + arg Gs(iw)

Detta innebir att Bodediagrammet for en overforingsfunktion ges av summan
av Bodediagrammen for deloverforingsfunktionerna. Det innebéar i sin tur att om
man kan rita Bodediagrammet for vissa grundlaggande typoverforingsfunktioner
kan man rita Bodediagrammet for samtliga 6verforingsfunktioner som kan sittas
samman som produkter av dessa. Vi ska ga igenom fem typoverforingsfunktioner
som tillsammans técker in alla de overforingsfunktioner vi kommer i kontakt med i
denna kurs. Typéverforingsfunktionerna ar:

K

Sn

(1+sT)"

(14 2¢s/wo + (s/wo)?)"

e—sL

A L R o

dar K, T, ¢, wo och L &ar reella tal och n ett heltal.

1. Bodediagram for G(s) = K
For gverforingsfunktionen G(s) = K ges belopp och argument av

log |G(iw)| = log K
argG(iw) =0
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4.3 Bodediagrammet

10 :
K =4
j=)}
£
=4
:E 100 K(— 41
3 K =05
w . .
-1
10 il 1
107 10° 10' 10°
1
05F i
&
S o
-0.51 s
- I I
107 10° 10' 10°

Frekvens [rad/s]

Figur 4.5 Bodediagram for G(s) = K, diar K = 0.5, 1 och 4.

Bade forstarkningen och argumentet ar oberoende av w. Bodedigrammet ges darfor
av horisontella linjer. Detta illustreras i figur 4.5 dar Bodediagrammen for tre olika
forstarkningar K visas.

2. Bodediagram for G(s) = s"

For gverforingsfunktionen G(s) = s" ges belopp och argument av
log |G(iw)| = log iw|" = nlogw

arg G(iw) = narg(iw) = n%

Eftersom vi valt logaritmiska skalor blir beloppet en rat linje med lutningen n.
Argumentet ar oberoende av w och bildar darfor en horisontell linje. I figur 4.6 visas
Bodediagrammen for tre olika val av n.

3. Bodediagram for G(s) = (1 + sT)"
Overforingsfunktionen G(s) = (1 + sT)" har foljande belopp och argument

log |G(iw)| =log|1 +iwT|* =nlog v 1+ w?T?
arg G(iw) = narg(l +iwT) = narctan(wT)

For sméa varden pa w ges funktionerna av

log |G(iw)| — 0
argG(iw) — 0

For stora varden pa w ges funktionerna av
log |G(iw)| — nlog wT

argG(iw) — n%
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10
n=1
=10° + a3
£
i n=-1
2102
n=-2
4
10 L L
10”' 10° 10’ 10°
100
n=1
50 .
ok i
8 50| -
w
n=-1
~100 - =
-150
n=-—2
-200 e e
107 10° 10’ 10%
Frekvens [rad/s]
Figur 4.6 Bodediagram for G(s) = s", ddr n = 1, —1 och —2.
10'
~ n=1
910 pr—————=— - — e 4
= 1 3s n=-=1
2 T s
S g
w10 p= L9
107 : :
107 10° 10
100 T
50 n=1 i
= i
8 -50
-100
-150
-200 . . e . . i
107 10° 10’

Frekvens [rad/s]

Figur 4.7 Bodediagram for G(s) = (1 +sT)",ddr T =1 och n = 1, —1 och —2.

Dessa tva asymptoter, lagfrekvensasymptoten och hogfrekvensasymptoten, &r ritade
i figur 4.7 tillsammans med Bodediagrammen for nagra viarden pa n. Skdrningen
mellan de tva asymptoterna i beloppdiagrammet ges av

logwT =0
Denna frekvens kallas brytfrekvensen och ar w = 1/T.

4. Bodediagram fér G(s) = (14 2(s/wo + (s/w0)?)"
For denna overforingsfunktion ges lagfrekvensasymptoten av G(iw) ~ 1, det vill
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4.3 Bodediagrammet

Forstarkning

_200 H H R S S S S
1

Frekvens [rad/s]

Figur 4.8 Bodediagram for G(s) = w2/(s? + 2¢wos + w2), dir wp = 1 och ¢ = 0.05, 0.1 och 0.2.

sdga
log |G(iw)| — 0
arg G(iw) — 0

och for stora w ges hogfrekvensasymptoten av G(iw) ~ (iw/wo)?*" = (=1)*(w/wo)?",
det vill saga

log |G(iw)| — 2nlog d
Wo
arg G(iw) — nor

I figur 4.8 visas Bodediagrammen for nagra olika val av parametern (. Om ¢ < 1/+/2
blir det en resonanstopp i narheten av frekvensen wg,. Resonanstoppens storlek ckar
da ¢ minskar.

5. Bodediagram for G(s) = e~*L

Denna o6verforingsfunktion beskriver en ren dodtid eller tidsfordrojning. Det betyder
att utsignalen ar identisk med insignalen bortsett fran att den ar fordrojd med tiden
L, y(¢) = u(¢ — L). Skickar man en sinussignal genom en sadan process far man
tillbaka en sinussignal med samma amplitud, men med en fasvridning som blir
forhallandevis storre ju hogre frekvens man har. Vi ska se att sa ar fallet.

For overforingsfunktionen G(s) = e~*L blir beloppet och argumentet

log |G(iw)| = log|e ™% = 0
arg G(iw) = arge L = —wL
I figur 4.9 visas Bodediagrammen for nagra olika val av dédtiden L.

Bodediagramritning for sammansatt éverforingsfunktion

Vi ska avslutningsvis se hur man kan rita ett Bodediagram for en hogre ordning-
ens overforingsfunktion genom att dela upp den i faktorer som bestar av de fem
typoverforingsfunktionerna.
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©

Forstarkning
=

100
200
8 -300
400

-500

—-600
10

Frekvens [rad/s]

Figur 4.9 Bodediagram for G(s) = e~ for L = 5,0.7 och 0.1

EXEMPEL 4.2—BODEDIAGRAMRITNING
Vi vill rita Bodediagrammet for overforingsfunktionen

100(s + 2)
G(s)= ——
(s) s(s + 20)2

Bodediagrammet med asymptoter visas i figur 4.10. Om man ska rita Bodediagram-

met for hand blir forsta steget att dela upp overforingsfunktionen och skriva den
som en produkt av de typoverféringsfunktioner vi tidigare studerat.

100(s + 2) o 2
=T _05-57!-(1+0.5s) - (1+0.
G(s) Gz = 05C (14 0.55) - (14 0.055)

Forstarkning

~180 HE S R S | HE R S A R HE R S A R

1

10
Frekvens [rad/s]

Figur 4.10 Bodediagram for G(s) = ;?fgg?z)
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4.4 Samband mellan modellbeskrivningar

For sma w kommer de tva deléverforingsfunktionerna langst till hoger att bli ungefor
ett. Resterande delar bildar lagfrekvensasymptoten

G(s) — %

Vi borjar med att rita beloppkurvan. Lagfrekvensasymptoten ar en rit linje med
lutningen —1. Linjens placering i vertikal led bestimmer vi genom att stoppa in ett
vérde pa s = iw. Vi ser t.ex. att for w = 1 blir |G(iw)| = 0.5.

Overforingsfunktionen har tva brytfrekvenser. Vid w = 2 bryter kurvan upp ett
steg pa grund av nollstéllet och vi far en asymptot med lutningen 0. Vid w = 20
bryter kurvan ner tva steg och asymptoten far lutningen —2. Hogfrekvensasymptoten
ar

100
G(s) — =

I figur 4.10 ser vi asymptoterna och den detaljerade kurvan.

Faskurvan boérjar vid —90° eftersom lagfrekvensasymptoten ar en integrator,
G(s) = 0.5/s. Hade processen enbart bestétt av denna integrator hade fasen forblivit
—90° for alla frekvenser. Nu kommer det forst en brytpunkt vid w = 2. Denna gor
att fasen okar. Om det inte funnits ytterligare dynamik hade fasen okat till 0° for

hoga frekvenser. Vid w = 20 bryter vi dock ner med lutningen —2. Detta gor att
faskurvan viander nerat och gar mot —180° for hoga frekvenser. O

4.4 Samband mellan modellbeskrivningar

Vi har nu gatt igenom flera olika satt att representera dynamik: Tillstandsbeskriv-
ning, Bode- och Nyquistdiagram, steg- och impulssvar och Gverféringsfunktionen. Vi
ska avsluta modellbyggnadsdelen med att visa sambandet mellan dessa representa-
tioner for nagra processtyper.

Enkapacitiva processer 1 figur 4.11 visas singularitetsdiagrammet (poler och
nollstéllen), stegsvaret, Nyquistkurvan och Bodediagrammet for en enkapacitiv eller
forsta ordningens process. Detta ar en processtyp med enkel dynamik som ar latt att
reglera. Om vi t.ex. tdnker oss en kvicksilvertermometer med mycket tunn glasvigg
som séanks ner i kokande vatten, fir vi ett svar i kvicksilverpelaren som har utseendet
motsvarande en enkapacitiv process.

Flerkapacitiva processer 1 figur 4.12 visas modellbeskrivningar for en flerkapa-
citiv process, i detta fallet en andra ordningens process. Detta ar en mycket vanlig
processtyp. Lat oss gora ett motsvarande experiment som for den enkapacitiva pro-
cessen, men nu med den skillnaden att vi stoppar ner termometern i kallt vatten.
Behallaren med kallt vatten placerar vi darefter pa en het virmeplatta. Vattentem-
peraturen kommer nu att stiga med ett forlopp som svarar mot den enkapacitiva
processen, medan termometern far ett svar som har utseendet motsvarande den
flerkapacitiva processen. Skillnaden &r att vi nu har flera "kapacitanser” som skall
upphettas. Skillnaden mellan den enkapacitiva och den flerkapacitiva processen blir
storre ju fler kapacitanser man har. Om t.ex. kvicksilvertermometerns glasvagg ar
tjock eller om varmeplattan fran borjan ar kall far vi ytterligare kapacitanser att
upphetta.

Integrerande processer 1 figur 4.13 visas modellbeskrivningar for en integreran-
de process. Om processen dr integrerande kommer stegsvaret inte att konvergera
mot nagon ny stationdr niva, utan matsignalen vixer linjart. Exempel pa sadana
processer ar nivareglering i tankar, tryckreglering i slutna karl, koncentrationsre-
glering i behéallare utan utflode och temperaturreglering i valisolerade ugnar. Om
man t.ex. oppnar ventilen for tillflodet till en tank kommer nivan att vaxa linjart
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Singularitetsdiagram Stegsvar
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Figur 4.11 Olika modellbeskrivningar for en enkapacitiv process, G(s) = 1/(s + 1)

Singularitetsdiagram Stegsvar
1 1
0.8
0.5
0.6
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0.4
05 0.2
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-1.5 -1 -0.5 0 0.5 0 2 4 6 8 10
Bodediagram
- 10°
Nyquistdiagram
05 y
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0 107
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0
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-1
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-0.5 0 0.5 1 1.5 107" 10° 10'

Figur 4.12 Olika modellbeskrivningar for en flerkapacitiv process, G(s) = 1/(s + 1)?

forutsatt att utflodet inte dndras. Gemensamt for alla dessa processer ar att det
sker nagon form av upplagring i dem. I niva-, tryck- och koncentrationsreglerfallet
sker en upplagring av massa, i temperaturreglerfallet sker en upplagring av energi.

Oscillativa processer 1 figur 4.14 visas modellbeskrivningar for oscillativa pro-
cesser. Dessa processer har komplexa poler. Denna processtyp karaktéariseras av att
stegsvaret svianger runt sitt slutliga stationéra varde. Oscillativa processer uppkom-
mer framfor allt vid mekaniska konstruktioner d4 man anvéinder elastiska material,
t.ex. veka axlar i servon, fjaderkonstruktioner etc.
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Singularitetsdiagram Stegsvar
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Figur 4.13 Olika modellbeskrivningar for en integrerande process, G(s) = 1/s

Singularitetsdiagram Stegsvar
1 ] 1.5
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1
0
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Figur 4.14 Olika modellbeskrivningar for en oscillativ process, G(s) = 1/(s% + 0.4s + 1)

Dodtidsprocesser 1 figur 4.15 visas modellbeskrivningar for en process med lang
dodtid, i detta fallet en process med en doédtid pa en sekund och en tidskonstant pa
0.1 sekunder. I figur 4.15 finns det inget singularitetsdiagram, eftersom dodtiden inte
kan representeras i ett sddant diagram. Dodtidsprocesser kan inte heller beskrivas
med tillstandsbeskrivningen.

Dodtider uppkommer oftast vid materialtransporter i ror eller pd band. Om
vi t.ex. mater pH i en vitska som transporteras i ett ror, dar tillsatsen av det
amne vi vill mata koncentrationen av sker en lang bit uppstroms i forhallande
till givaren, uppkommer en dédtid som motsvarar tiden det tar for vatskan att
transporteras mellan tillférseln och givaren. En annan process som ar allméint kand
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Nyquistdiagram
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Figur 4.15 Olika modellbeskrivningar for en dédtidsprocess, G(s) = e */(0.1s + 1)

Singularitetsdiagram
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Figur 4.16 Olika modellbeskrivningar for en process med omvént svar, G(s) = (1 —s)/((s +

0.8)(s + 1.2))

ar temperaturregleringen i en dusch. Eftersom en &andring i blandningen mellan
kallvatten och varmvatten inte marks forran vattnet har transporterats genom

Stegsvar

4 6

Bodediagram

-100

-200

-300

107

10°

duschslangen far vi en dédtid som svarar mot denna tid.

Processer med omvdnt svar

att reglera.

Den vanligaste processen med omvint svar inom processindustrin uppkommer
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I figur 4.16 visas modellbeskrivningar for en process
med omvéant svar, det vill sédga en process dar stegsvaret till en borjan gar at "fel”
hall. Typiskt for dessa processer ar att de har nollstéllen i hogra halvplanet. Detta
ska vi undersoka niarmare langre fram i kursen. Dessa processer ar relativt svara



4.4 Samband mellan modellbeskrivningar

vid nivareglering av domnivan i &ngpannor. Om man t.ex. vill hgja nivan i &ngdomen
genom att ¢6ka vattenflodet in till domen blir den forsta reaktionen att vattnet i
domen avkyls. Eftersom angbubblor i vattnet da forsvinner blir foljden att nivan
sjunker. Forst efter en stund, nir vattnet har virmts upp igen, kommer nivan att
stiga till en hogre niva. Ett annat exempel pa en process med omvént svar ar en bil
som backas. Om vi ska fickparkera en bil svinger bilens tyngdpunkt forst ut i fel
riktning innan vi far den dit vi vill.
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Forelasning 5

Aterkoppling och Stabilitet

Vi lamnar nu processmodelleringen och &vergar till analysdelen i kursen. Forst
introduceras aterkopplingens egenskaper genom ett exempel. Det exempel vi valt ar
reglering av dngmaskiner. Ett grundliaggande krav pa regleringen ar att vi lyckas
halla den process vi ska reglera stabil. Vi definierar stabilitetsbegreppet och visar
darefter ett antal metoder for att avgora om en reglerkrets ar stabil.

5.1 Aterkoppling - Angmaskinen

Angmaskinen dr ett av de forsta exemplen pa reglertekniska tillimpningar. Méalet
med regleringen ar att halla varvtalet hos d&ngmaskinen konstant trots att lasten
varierar. Om man t.ex. later &ngmaskinen driva en sag vill man att varvtalet ska
hallas konstant dven d& man stoppar en stock i sagen.

For att kunna reglera dngmaskinen méaste man pa nagot siatt mata varvtalet.
Detta gjorde man med hjilp av en mekanism som illustreras i figur 5.1.

Nar varvtalet 6kar drivs de tva kulorna utat av centrifugalkraften. Hylsans
lage ar darfor ett matt pa varvtalet. Denna 14t man styra en ventil som bestamde
anguttaget. Konstruktionen kallas darfor for centrifugalregulatorn.

Den oreglerade angmaskinen

Vi borjar med att undersoka den oreglerade processen, det vill sdga sjdlva angma-
skinen. I figur 5.2 visas blockschemat for processen. Vi kallar detta for ett oppet
system.

Utsignalen ar varvtalet w som vi vill halla konstant. Tvad moment paverkar varv-
talet. Det drivande momentet M; bestimmer vi sjalva genom att variera &nguttaget
fran angmaskinen. Vi har dessutom ett belastningsmoment M, vars storlek bestams
av hur stor last angmaskinen utsatts for.

Figur 5.1 Maitningen av vinkelhastigheten i centrifugalregulatorn
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5.1 Aterkoppling — Angmaskinen

_Mb

Mq . w
Angmaskinen ——»

Figur 5.2 Blockschema for den oreglerade &ngmaskinen.

En enkel matematisk modell for &ngmaskinen fas ur momentekvationen:
Jw+ Dw = Mgz — M, (5.1)

dar oJ ar troghetsmomentet och D en dampningskoefficient.
Det stationdra varvtalet w,, dvs varvtalet d4 d&ngmaskinen gdr med konstant
varvtal och momenten &r konstanta, fir vi genom att séatta « = 0:

My — M,
e

Vi ser att vi kan bestamma varvtalet genom att vélja det drivande momentet M,
lampligt, men att det kommer att variera om lasten M, eller dimpningen D vari-
erar. Den oreglerade dngmaskinen ar darfor kanslig for savil lastvariationer som
processvariationer.

Det dynamiska forloppet kan vi analysera genom att 16sa differentialekvationen
(5.1). Om vi antar att angmaskinen fran boérjan ar stillastdende, dvs w = 0, och
startas vid tidpunkten ¢ = 0 ges varvtalet av

My — M,

w(t) = D

(1 _ e—Dt/J) =w, (1 _ e—Dt/J)

Stegsvaret visas i figur 5.3. Systemet svéanger in sig mot den stationira 16s-
ningen med tidskonstanten 7' = J/D. Stigtiden &r ett annat métt som anger hur

Varvtalet w

Figur 5.3 Stegsvaret for den oreglerade angmaskinen. Processparametrarna ar J = D = 1.
Tiden T ar processens tidskonstant.
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Férelisning 5. Aterkoppling och Stabilitet

snabbt stegsvaret ar. Stigtiden definieras pa olika satt. En definition 4r inversen pa
matsignalens maximala tidsderivata. Andra definitioner ar tiden det tar fér méatsig-
nalen att gd mellan 5% och 95%, alternativt mellan 10% och 90%. Ett annat namn
for stigtiden ar 16sningstiden.

P-reglering av angmaskinen

Lat oss nu reglera angmaskinen enligt figur 5.4. Vi kallar detta for ett slutet system.
Vi borjar med att studera en P-regulator och later det drivande momentet ges av

M, = K(w, — w)

dér w, ar referensvirdet for varvtalet och K ar regulatorns forstarkning. Om vi
kopplar denna regulator till processen i ekvation (5.1) far vi ekvationen for det
aterkopplade systemet

Jw + Dw = K(w, — w) — My
det vill saga

Jo+ (D + K)w=Kw, — M, (5.2)

Stationéart, det vill sdga da w = 0, géller att

K 1

= r— M
D+K DK™

Ws

Genom att vilja regulatorforstarkningen K hog kan vi halla varvtalet w néra re-
ferensvarvtalet w,. Vi ser ocksa att aterkopplingen gor att varvtalet blir mindre
kéansligt for variationer i saval lasten M} som processparametern D.

For att studera det dynamiska forloppet kan vi l6sa ekvation (5.2). Om vi startar
fran vilolaget w = 0 blir 16sningen

w(t) = %(1 — e—(D+K)t/J) = w, (1 . e—(D+K)t/J)

Tidskonstanten ar T' = J/(D+ K). Hog forstarkning K ger darfor ocksa ett snabbare
insvangningsforlopp 4n i det oreglerade fallet. I figur 5.5 visas insvangningsforloppen
vid laststorningar for nagra olika val av K. (I figurerna 5.5 och 5.6 antar varvtalen
negativa virden. Det betyder inte att &ngmaskinen géar baklanges, utan beror enbart
pa att vi studerar avvikelser fran jamviktsldget som vi for enkelhets skull satt till
w = 0.) Sammanfattningsvis kan vi alltsi konstatera att aterkopplingen gett oss ett
snabbare system som &r mindre kansligt for processvariationer och lastvariationer.

Pl-reglering av Angmaskinen

Aven om reglering med P-regulatorn gav forbéttrade egenskaper hos angmaskinen
har vi fortfarande problemet att det stationéra varvtalet inte 6verensstimmer med
det onskade w,. Darfor infor vi nu en PI-regulator:

K t
My = K(wr — w) + Tf (w0, — w)dt
i J0o

_Mb

wr My . w
Regulator Angmaskinen

Figur 5.4 Blockschema for den reglerade &ngmaskinen.
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5.1 Aterkoppling — Angmaskinen

Varvtalet w
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Figur 5.5 P-reglering av angmaskinen med forstarkningarna K = 0,1 och 4. Fallet K = 0
svarar mot det oreglerade 6ppna systemet. Processparametrarna ar J = D = 1.

dar T; ar regulatorns integraltid. Kopplar vi ihop denna regulator med processen i
ekvation (5.1) far vi ekvationen

K t
Jw+Dw=K(w,—w)+Tf(wr—w)dt—Mb
i Jo

Genom att derivera ekvationen blir vi av med integralen och far en ren differentia-
lekvation
Jo+(D+ K)o+ —w=Kw+ —=w,— M
T; T;
Om vi antar att bade referensvérdet for varvtalet och belastningen &r konstanta
géaller att w, = M, = 0. Da far vi det stationdra varvtalet

Ws = Wr

Stationart far vi alltsa ratt varvtal da vi reglerar med en PI-regulator. Detta syns i
figur 5.6 som visar regleringen vid laststorningar for nagra olika val av regulator-
parametrar. I figuren ser vi ocksa att de dynamiska forloppen dr mer komplicerade
an tidigare. Slutna systemets karakteristiska ekvation ges av

K
Jsz+(D+K)s+F:0

13

det vill saga

32+D+Ks+ K _
J JT,

Vid P-regleringen hade det slutna systemet bara en reell pol. Laget pa denna pol
flyttades nér vi dndrade regulatorforstarkningen K och regleringen blev béttre ju
hogre forstarkning vi valde. I praktiken har vi dock alltid hogre ordningens dynamik
och alltfor hoga forstarkningar leder till dalig reglering.

Vid Pl-reglering har vi ett andra ordningens system med tva poler. Dessa kan
vara bade reella och komplexa. Vi ser i ekvation (5.3) att vi genom att vilja regu-
latorparametrarna K och T; kan véilja ett godtyckligt karaktéaristiskt polynom och

0 (5.3)
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Varvtalet w
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Figur 5.6 Pl-reglering av 4ngmaskinen med forstarkningen K = 1 och integraltiderna T; =
0.02, 0.2, 1 och co. Fallet T; = co svarar mot P-reglering. Processparametrarna ar J = D = 1.

darmed godtyckliga poler. Detta kallas for polplacering. I figur 5.6 ser vi att alltfor
kort integraltid T; leder till svingningar och stabilitetsproblem. I kommande fore-
lasningar ska vi diskutera hur man ska vélja regulatorparametrar for att uppfylla
specifikationer pa slutna systemets uppforande.

Sammanfattning

Detta inledande exempel har visat oss nagra viktiga egenskaper hos aterkoppling.
Aterkopplingen ger oss stora fordelar. Vi kan halla den reglerade variabeln nirmare
det onskade vardet genom att systemet blir mindre kansligt for processvariationer
och belastningsvariationer. Vi kan ocksa paverka snabbheten hos systemet, s& att vi
far snabbare insviangningsforlopp vid storningar och dndringar i referensvardet.

Vi har ockséa sett att vi kan fa mycket varierande insviangningsforlopp och att det
darfor ar viktigt hur man via regulatorn véljer dynamiken hos det slutna systemet.
Detta ska vi behandla narmare under resten av kursen.

5.2 Stabilitet - definitioner

Ett grundlaggande krav pa regleringen ar att vi lyckas halla den process vi ska
reglera stabil. Vi inleder med att definiera stabilitetsbegreppet och gar darefter
igenom nagra olika metoder for att avgora stabilitet. For enkelhets skull ger vi
definitionerna for processens dynamik, men de ar generella och giller dven for den
slutna reglerkretsen.

For definitionerna valjer vi att betrakta processens dynamik pa tillstandsform,
det vill saga

x=Ax+ Bu
y=Cx+ Du

Asymptotisk stabilitet: Ett linjart dynamiskt system ar asymptotiskt
stabilt om x(¢) — 0 d& ¢ — oo for alla initialtillstand d& u(¢) = 0.
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5.2 Stabilitet - definitioner

Vi betraktar har avvikelser fran ett jamviktslidge. Det betyder att u(¢) = 0
svarar mot tillstdndet x(¢) = 0. Definitionen séger att oavsett vilka initialvirden
véara tillstand har s& kommer de att aterga till jamviktsldget. Observera att stabili-
tetsbegreppet inte har nigot med vare sig styrsignalen eller méatsignalen att gora.
Stabilitet ar en egenskap hos systemet sjialvt, inte hur vi paverkar det eller méter
dess egenskaper.

Stabilitet: Ett linjart dynamiskt system &r stabilt om x(¢) dr begriansad
for alla initialtillstand d& u(¢) = 0.

Denna definition ar svagare an definitionen p& asymptotisk stabilitet, vilket
innebéar att ett asymptotiskt stabilt system ocksa ar stabilt. Vi kraver nu inte langre
att tillstandet ska aterga till jamviktslaget utan bara att det ska hélla sig inom ett
begransat avstand fran jamviktslaget.

Instabilitet: Ett linjart dynamiskt system &r instabilt om det finns

nagot initialtillstdnd som ger ett obegréinsat tillstand x(¢) da u(¢) = 0.

EXEMPEL 5.1—STABILITET I DET SKALARA FALLET
Vi undersoker forst stabilitetsbegreppet i det skaldra fallet da vi bara har ett till-
stand. Eftersom u(t) = 0 i definitionerna och métsignalen 4r ointressant racker det
att studera ekvationen

x(t) = ax(t)

x(0) = xo
Denna ekvation har 16sningen

x(t) = xpe™

Vi far tre fall beroende pa tecknet pa a.

a<0 Asymptotiskt stabilt
a=0 Stabilt
a>0 Instabilt

I figur 5.7 visas svaren for de tre fallen. O
I det skalara fallet avgér med andra ord tecknet pa a stabiliteten.

EXEMPEL 5.2—STABILITET I DET DIAGONALA FALLET
Vi undersoker nu stabilitetsbegreppet i fallet d4 matrisen A ar diagonal, det vill
sédga da tillstdndsekvationerna ges av

al 0

x(t) = “ . x(t) = Ax(¢)

0 a,
x(0) = xg

Eftersom varje tillstand har en ekvation som overensstimmer med det skalara fallet
a’ci(t) = aixi(t)

dar a; ar egenvirden till A-matrisen, dr det tecknen pa egenviardena som avgor
stabiliteten. Vi far foljande fall:

1. Om alla egenvérden till A-matrisen har negativ realdel ar systemet asympto-
tiskt stabilt.
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Figur 5.7 Loésningar vid olika val av parametern a i Exempel 5.1 d&d xg = 1

2. Om nagot egenvirde till A-matrisen har positiv realdel ar systemet instabilt.

3. Om samtliga egenvarden till A-matrisen har realdelar som &r negativa eller
noll ar systemet stabilt.

o

I det generella fallet, dd A-matrisen inte ar diagonal, giller samma regler som

i exempel 5.2 bortsett fran att det for stabilitet inte racker att egenvirdena ar icke-

positiva. Man kan i alla fall visa att om de rent imaginira egenviardena ar unika ar
systemet stabilt.

5.3 Stabilitetsanalys

Ur definitionen pa stabilitet ser vi att detta kan avgoras genom att studera egen-
vardena till A-matrisen, vilka d4r desamma som polerna till 6verforingsfunktionen,
se Forelasning 2. I fortsdttningen koncentrerar vi oss pa asymptotisk stabilitet.
Stabilitetsanalysen innebéar darfor att undersoka om rotterna till karakteristiska
polynomet for A-matrisen, som ar identiskt med ndmnarpolynomet hos 6verforings-
funktionen, har rétter i vinstra halvplanet.

Det kan vara bra att kunna stabilitetsvillkoren for andra och tredje ordningens
system utantill. For ett andragradspolynom med utseendet

32 + ais + as

ligger rotterna i vanstra halvplanet om och endast om koefficenterna a; och as ar
positiva. For ett tredjegradspolynom

s3 + a182 + ass + as
kravs ocksa att samtliga koefficienter ar positiva, men har kravs dessutom att
ai1as > ag

For hogre ordningens polynom krévs i praktiken datorhjalpmedel for att avgora om
rotterna ligger i vanstra halvplanet.
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Rotortmetoden

I reglertekniska sammanhang vill man ofta undersoka hur reglerkretsens egen-
skaper varierar d4 nagon parameter, t.ex. en regulatorparameter, varierar. Rot-
ortmetoden ar en metod som visar hur polerna dndras da nagon parameter i regler-
kretsen varierar. Det fall vi studerar i denna kurs beskrivs i figur 5.8. Det kan vara
en process med overforingsfunktionen @(s)/P(s) som regleras med en P-regulator
med forstarkningen K, och dar vi vill veta hur slutna systemets poler varierar da K
varierar. Det kan ocksa vara en mer komplicerad regulator, dar all dynamik utom
forstarkningen K ligger tillsammans med processens dynamik i polynomen @(s) och
P(s).
Slutna systemets overféringsfunktion ges av

_ KQ(s)
YO = 5+ koE) B

Vi ser hir att slutna systemets nollstéllen ar identiska med 6ppna systemets noll-
stdllen. De ges av taljarpolynomet @Q(s) och paverkas inte av forstdrkningen K.
Polerna kommer diaremot att variera da K varierar. Slutna systemets karaktéaristis-
ka ekvation fas ur namnarpolynomet hos 6verforingsfunktionen,

P(s)+ KQ(s) =0

Var uppgift 4r nu att se hur polerna varierar d& K varierar i intervallet [0, co]. Vi
borjar med att studera d&ndpunkterna. For K = 0 blir karaktaristiska ekvationen

P(s)=0

Det betyder att slutna systemets poler ar identiska med 6ppna systemets poler da
K = 0. Nar K — oo far vi ekvationen

Q(s) =0

Det betyder att slutna systemets poler kommer att ga till nollstéllena da K — oo.
Om det finns lika manga poler som nollstéllen kommer alltsd samtliga poler att ga
till varsitt nollstalle. Normalt finns det dock fler poler a4n nollstallen. De poler som
“blir 6ver” kommer da att g4 mot odndligheten.

Vi studerar ett enkelt exempel.

ExXEMPEL 5.3—ROTORT FOR ANDRA ORDNINGENS SYSTEM
Antag att vi har ett reglerproblem enligt figur 5.8 dar processen har 6verforings-
funktionen

Q(s) 1

P(s) s(s+1)

Slutna systemets karaktaristiska ekvation ges av

P(s)+ KQ(s) =s(s+1)+ K =0

Figur 5.8 Reglerkretsen vid rotortanalys
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Figur 5.9 Rotorten i exempel 5.3

Eftersom detta ar en andragradsekvation kan vi enkelt 16sa den for hand. Vi far tva
poler som ges av

Rotorten visas i figur 5.9. For K = 0 ser vi att polerna &r lika med 0 och —1, det vill
sdga Oppna systemets poler. Nar K 6kar kommer de tva polerna forst att rora sig

mot varandra pa reella axeln. D4 K = 1/4 kommer de bada att ligga i s = —0.5. Da
K > 1/4 kommer vi att f4 komplexkonjugerade poler, dir realdelarna &r konstanta
men imagindrdelarna vixer d4 K — oo. O

For andra ordningens system kan man rita rotorten for hand. For hogre ord-
ningens system blir det besvérligare och darfér bor man anvinda datorhjalpmedel
for dessa. Vi studerar rotorten for ett tredje ordningens system i foljande exempel.

EXEMPEL 5.4—ROTORT FOR TREDJE ORDNINGENS SYSTEM
Antag att vi har ett reglerproblem enligt figur 5.8 dir processen har 6verforings-
funktionen

Q) _
P(s) s(s+1)(s+2)

Slutna systemets karaktaristiska ekvation ges av

s(s+1)(s+2)+K=52+32+2s+ K =0

Rotorten visas i figur 5.10. For K = 0 ligger polerna i 0, —1 och —2, det vill sdga i
oppna systemets poler. Eftersom det inte finns nagra nollstiallen kommer alla poler
att g4 mot odndligheten d4 K — oo. Pa véagen dit dndrar polerna karaktéar enligt
foljande:
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Figur 5.10 Rotorten i exempel 5.4
0< K <0.4 Tre reella poler i vinstra halvplanet
0.4 < K <6 En reell och tva komplexa poler i vanstra
halvplanet
K=6 En reell pol i véinsta halvplanet och
tva imaginara poler
6< K En reell pol i vinstra halvplanet och tva komplexa

poler i hogra halvplanet

Reglerkretsens egenskaper varierar med polernas lage. I figur 5.11 visas stegs-
varen for olika viarden pa K. For 0 < K < 0.4 har vi reella poler och monotona
stegsvar. For K > 0.4 ar polerna komplexa vilket resulterar i oscillerande svar. Ju
nidrmare imaginira axeln de kommer desto sdmre blir dimpningen. For K = 6 ar
kretsen pa stabilitetsgréansen och for K > 6 ar systemet instabilt. O
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Forelasning 6

NyquistKkriteriet.
Stabilitetsmarginaler

I foregdende foreldsning visades hur man kan bestimma om en process eller en
reglerkrets ar stabil genom att underséka poler hos o6verforingsfunktioner eller
egenvirden hos A-matriser. I denna forelasning ska vi gi igenom ytterligare en
metod for att avgora stabilitet, namligen Nyquistkriteriet. I Nyquistkriteriet analy-
seras frekvensbeskrivningar, antingen i form av Nyquistdiagram eller Bodediagram.
Darefter ska vi definiera nadgra matt som anger stabilitetsmarginaler.

6.1 Nyquistkriteriet

For att harleda Nyquistkriteriet kravs att man satter sig in i den sa kallade argu-
mentvariationsprincipen. Argumentvariationsprincipen beskrivs sist i detta kapitel.
Vi ska har noja oss med en intuitiv forklaring till Nyquistkriteriet.

I figur 6.1 visas blockschemat for den enkla reglerkretsen dir Gy = GrGp éar
kretsoverforingsfunktionen, det vill sdga overforingsfunktionen som bildas av pro-
dukten mellan processens 6verforingsfunktion Gp och regulatorns éverforingsfunk-
tion Gg. I figuren ar det inlagt en valjare som gor det mojligt att bryta aterkoppling-
en. Nar véaljaren &r i lage 1 fungerar reglerkretsen som vanligt. I 14ge 2 ar daremot
aterkopplingen bruten och en sinussignal skickas in till kretséverforingsfunktionen.

Antag att valjaren ligger i ladge 2. Under forutsattning att kretsoverforingsfunk-
tionen ar stabil kommer da signalen e ocksa att bli en sinussignal. Nar vi gick
igenom frekvensanalys i foreldsning 4 visade vi att signalen ges av

e(t) = —|Go(iw)| sin(wt + arg Gy (iw))
= |Gy (iw)| sin(wt + arg Gy (iw) + 7)

Lat oss nu vilja frekvensen pa sinussignalen till den frekvens d4& arg Go(iw) = —
och beteckna denna frekvens wg. Vi far da

e(t) = |Go(iwo)| sin(wot)

sin(wt) 2
r=0

Go y

Figur 6.1 Den enkla reglerkretsen som analyseras med Nyquistkriteriet
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Lat oss vidare anta att |Gy (iwo)| = 1. D4 kommer vi att f& signalen
e(t) = sin(wot)

det vill siga samma signal som skickas in till systemet. Om man nu slar omkopp-
laren fran lage 2 till ldge 1 kommer signalerna i reglerkretsen att bli oférandrade
vilket innebar att reglerkretsen sjalvsvianger. Det betyder att vi ligger pa stabilitets-
gransen.

P& motsvarande sitt kan man forestélla sig vad som hinder om |Go(iwo)| # 1.
Antag att |Go(iwo)| > 1. D4 kommer signalen e(t) att ha samma frekvens och fas
som insignalen, men amplituden kommer att vara storre. Om man i detta fallet slar
omkopplaren fran lage 2 till 1age 1 kommer amplituderna i reglerkretsen att vixa
och man far en instabil reglerkrets. P4 motsvarande siatt kommer en forstarkning
|Go(iwo)| < 1 att innebédra att amplituderna i reglerkretsen minskar och vi far en
stabil reglerkrets.

Vi kan alltsd sammanfatta stabilitetsundersokningen pa foljande satt. Under-
s6k kretsoverforingsfunktionens belopp vid den frekvens wg dir arg Go(iw) = —r.
Beroende pa beloppets storlek far vi féljande fall.

|G0(ia)0)| <1 Stabilt
|Go(iwo)| =1 Stabilitetsgrinsen
|Go(iwo)| > 1 Instabilt

Detta intuitiva resonemang stdmmer tyvarr inte alltid. Resonemanget forutsat-
ter t.ex. att signaler med annan frekvens 4n wo dampas ut, vilket inte alltid ar
fallet. Det var Nyquist som upptéckte bristen i detta resonemang och han formule-
rade darefter sitt kriterium:

Nyquistkriteriet: Antag att kretsoverforingsfunktionen inte har nigra poler i
hogra halvplanet och att eventuella poler pad imaginira axeln ar unika. D4 ar slutna
systemet asymptotiskt stabilt om punkten —1 ligger till vinster om Nyquistkurvan
d& denna genomléps fran w = 0 till w = oo.

I figur 6.2 visas Nyquistkurvor for nagra olika kretsoverforingsfunktioner och
tolkningen av Nyquistkriteriet for dessa.

En fordel med Nyquistkriteriet jamfort med de metoder for att avgora stabilitet
som vi gatt igenom tidigare ar att Nyquistkriteriet &ven gar att anvianda da systemet
har en dodtid. Nyquistkriteriet kan inte anviandas da kretsoverforingsfunktionen har
poler i hogra halvplanet. I detta fallet fir man anvinda argumentvariationsprinci-
pen, som beskrivs sist i detta kapitel.

ExEMPEL 6.1 —TREDJE ORDNINGENS SYSTEM
Vi tillampar Nyquistkriteriet pA samma system som vi tidigare studerat med hjilp
av rotorten, det vill sidga kretsoéverforingsfunktionen

K
Go(s) = s(s+1)(s+2)
I figur 6.3 visas Nyquistkurvan for Gy. Nyquistkurvan borjar i tredje kvadranten.
P4 grund av integratorn har den en oéndligt stor forstarkning vid laga frekvenser.
Nar w okar narmar sig Nyquistkurvan origo. Vid frekvensen wg korsar Nyquistkur-
van negativa reella axeln och kommer in i andra kvadranten.
For att anvanda Nyquistkriteriet méaste vi forst bestamma frekvensen wg. Det
kan man géra genom att rikna ut Gy(iw) och sedan bestimma det viarde pa w d&
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)

-10 -1 0

Figur 6.2 Nyquistkurvor for fyra olika kretséverforingsfunktioner. Enligt Nyquistkriteriet ger
de tva till vanster stabila system, medan de till hoger ger instabila system

Nyquistkurvan skar negativa reella axeln.

i) — K | —Ki(1—iw)(2 — iw)
o) = T i@t ia) - ot odE o)
—Ki(2 — w? — 3iw) _ —-3K . K(2-0?

wl+0)@d+w?) (Q+od)@d+e?) wl+wd)d+o?)

Uttrycket visar att imaginérdelen ar noll da w = wo = /2. Nésta steg i stabi-
litetsundersokningen &r att bestimma var Nyquistkurvan skér reella axeln. Skér-
ningspunkten ar

3K K
Go(iva) = K __K
oV =-375="%
Nyquistkurvan ligger till hoger om punkten —1 d& K < 6. Nyquistkriteriet ger alltsa
samma stabilitetsvillkor som vi s4g nar vi undersékte rotorten.. O
021 Im
Re
0 ©
-0.21
o4l
-0.6
o8l
- —1‘4 —1‘2 —1‘ —0‘8 —O.‘G —0‘4 —0‘2 0 0‘2

Figur 6.3 Nyquistkurvan i exempel 6.1, ritad for fallet K = 1
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6.2 Stabilitetsmarginaler

Vi har nu diskuterat stabilitet och olika metoder att avgora stabilitet. I praktiken
nojer man sig inte med att en reglerkrets dr stabil, utan man vill ha en marginal
mot instabilitetsgransen. Vi ska har ga igenom tre vanliga marginaler, ndmligen
forstarkningsmarginalen, fasmarginalen och dédtidsmarginalen.

Forstarkningsmarginal och fasmarginal

Forstarkningsmarginalen och fasmarginalen definieras enklast i Nyquistdiagram-
met, se figur 6.4.

For enkelhets skull antar vi att Nyquistkurvan for kretsoverforingsfunktionen
Gy ar monotont avtagande bade vad giller belopp och argument. Forstarkningsmar-
ginalen (eller amplitudmarginalen som den ocksa kallas) betecknas A,, och talar om
hur mycket vi kan oka forstarkningen utan att fa instabilitet. Denna marginal av-
lases vid den frekvens w, déar fasvridningen ar —sr, det vill séga arg Go(iwo) = —r.
Forstarkningsmarginalen ges av

Am = 1/ |G0(iw0)|

Fasmarginalen betecknas ¢,, och talar om hur mycket fasvridningen kan minskas
utan att man passerar stabilitetsgransen. Fasmarginalen kan vi bestamma genom
att se vilken fasvridning Nyquistkurvan har vid den frekvens w,. dar beloppet ar ett,
det vill séiga |Go(iw.)| = 1. Frekvensen w, kallas skirfrekvensen. Fasmarginalen ér

@m =77+ arg Go(iw.)
Forstarknings- och fasmarginalen kan ocksa avldsas i Bodediagrammet, se figur

6.5. Den kritiska punkten —1 i Nyquistdiagrammet svarar mot tva horisontella linjer
i Bodediagrammet, en linje svarande mot beloppet |Go(iw)| = 1 och en linje svarande

mot argumentet argGo(iw) = —smr. Forstarkningsmarginalen far vi genom att se
hur langt under linjen |Go(iw)| = 1 forstarkningskurvan ligger vid frekvensen wy.
Fasmarginalen far vi genom att se hur langt 6ver linjen arg Gy (iw) = —sr faskurvan

ligger vid frekvensen w,.
Att ha rimliga stabilitetsmarginaler ar viktigt, eftersom det innebéar att proces-
sens dynamik kan variera inom vissa granser utan att man far instabilitet. Detta

0.8 - ~ q

06F , 1/An, N 1

041 / \ B
0.2 L
Go (ia)o) Re “‘

Pm

o
- % —

\ /
N ’
N v
|Go(iwe) [~ ~

~
N -

1t - - i

I I I I
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1

Figur 6.4 Bestamning av fasmarginal ¢,, och forstarkningsmarginal A,, i Nyquistdiagrammet
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Figur 6.5 Bestamning av fasmarginal ¢,, och forstarkningsmarginal A,, i Bodediagrammet

ar dock inte den enda anledningen. Stabilitetsmarginalerna och avstandet fran den
kritiska punkten —1 &r ocksi avgoérande for reglerkretsens prestanda. Om stabi-
litetsmarginalerna ar sma far man en orolig och daligt dampad reglering, medan
stora stabilitetsmarginaler ger en langsam reglering.

Vanliga tumregler for specifikationer pa forstarknings- och fasmarginalen ar
A, € [2, 6] och ¢, € [45°, 60°].

Dodtidsmarginal
Dodtidsmarginalen talar om hur lang dodtid som kan adderas till reglerkretsen
utan att den blir instabil. Dédtidsmarginalen kan inte tolkas som ett avstand i
Nyquistdiagrammet pa samma sitt som forstarknings- och fasmarginalen.

Antag att vi har en kretsoverforingsfunktion Gy(s) och att vi kompletterar denna
med en dodtid. Den nya kretsoverforingsfunktionen blir da

Gy (s) = e L Gy(s)

dar L ar dodtiden. Forstarkningen och fasvridningen for den nya kretsoverforings-
funktionen ges av

|Go” (iw)| = |Go(iw))]
arg Gy’ (iw) = arg Go(iw) — wL

Forstarkningen paverkas alltsa inte av dodtiden, medan fasvridningen minskar.
Antag att den ursprungliga kretsoverforingsfunktionen Gy har skiarfrekvensen w,,
det vill séga |Go(iw.)| = 1, med motsvarande fasmarginal ¢,,. Eftersom G;’ har
samma forstarkning som Gy kommer G;” ocksa att ha skarfrekvensen w.. Fasmar-
ginalen kommer ddremot att minska eftersom fasvridningen har minskat. Den nya
fasmarginalen blir

Pm = Pm — wcL

Om dodtiden ar alltfor lang forsvinner fasmarginalen och det slutna systemet blir
instabilt. Detta intraffar da
w.L = ¢,
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Detta ger oss foljande grans for hur lang dédtiden kan vara innan systemet blir

instabilt
Pm

We

Lp=

Dodtiden L,, kallas dédtidsmarginalen och &ar en robusthetsmarginal p4 samma séatt
som forstarkningsmarginalen A,, och fasmarginalen ¢,),.
Naturligtvis kan man inte tillata att dédtiden blir sa lang att man kommer nara
marginalen L,,. Gransen
w.L < 0.2

ar en bra tumregel som innebar att fasmarginalen minskar med hogst 12°. Ek-
vationen visar ocksa tydligt vilka mgjligheter som finns att klara denna gréns.
Antingen far man se till att dodtiden L ar tillrackligt kort, eller s far man se till
att skarfrekvensen w,, det vill sdga reglerkretsens snabbhet, inte ar for hog.

6.3 Argumentvariationsprincipen (ingar ej i kursen)

Vi ska nu kort sammanfatta den allménna argumentvariationsprincipen. Darefter
ska vi se hur vi kan anvinda denna for att i reglertekniska sammanhang underséka
stabilitet.

Antag att vi har en funktion F(s) som &4r analytisk s& nér som pa i ett dndligt
antal poler p1, ps,...,pp i ett omrade som omsluts av en kurva C i det komplexa
talplanet. Se figur 6.6. Antag vidare att funktionen har ett dndligt antal nollstéllen
ni, Na,...,ny innanfor kurvan C.

Undersok nu hur kurvan C avbildas av funktionen F, och studera speciellt
hur manga varv kurvan F(C) cirkulerar runt origo. Observera att kurvan har en
riktning och att antalet varv darmed kan vara bade positivt (moturs) och negativt
(medurs). Lat P beteckna antalet poler innanfor C och 14t N beteckna antalet
nollstillen innanfor C. Argumentvariationsprincipen siger att

1
N—-—P=—A F
%or carg F(s)

I ord betyder detta att antalet nollstéllen (N) minus antalet poler (P) ar lika med
det antal varv kurvan F(C) cirkulerar runt origo. I figur 6.6 &r N = 4, P = 2 och
F(C) cirkulerar tva varv i positiv riktning runt origo.

Reglerteknisk tillimpning Vi ska nu se hur vi kan tillampa argumentvari-
ationsprincipen for att undersoka stabilitet inom reglertekniken. Vi studerar den
enkla reglerkretsen som beskrivs i figur 6.1. Det slutna systemet har 6verforings-
funktionen

__Go(s)
Gls) = 1+ Go(s)
A Im Aim
ni F
P2 p1
ns c F(C)

Figur 6.6 Avbildning vid argumentvariationsprincipen
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6.3 Argumentvariationsprincipen (ingdr ej i kursen)

Polernas lage bestdms av namnarpolynomet till G(s). Vi later darfor funktionen
F(s) vara
F(s) =1+ Go(s)

Eftersom vi ar intresserade av att veta om det finns nagra poler i hogra halvplanet
skulle vi helst vilja ha en kurva C som omsluter hégra halvplanet. Den kurva vi
véaljer visas i figur 6.7. Om vi later R — oo och r — 0 kommer kurvan C att omsluta
alla poler och nollstéllen i hogra halvplanet. Anledningen till att vi infor den lilla
halvcirkeln ar att det inte far forekomma nagra poler eller nollstéllen pa kurvan C
och att det ar mycket vanligt att vi har poler i origo. Det ar t.ex. fallet da regulatorn
innehéller en integraldel.
Eftersom vi valt F(s) = 1+ Go(s) géller att

N = Antalet nollstillen hos 1 + Gy innanfor C
= Antalet poler hos G innanfor C

P = Antalet poler hos 1 + Gy innanfor C
= Antalet poler hos Gy innanfor C

Att den sista ekvationen &dr sann kan man overtyga sig om pa foljande satt. Om
vi antar att Gy ar kvoten mellan tv& polynom far vi:

Go(s) = s) = 14 Go(s) =

P(s)

Eftersom Gy(s) har samma némnarpolynom som 1 + Go(s) har de ocksd samma
poler. Argumentvariationsprincipen sédger nu att

P(s) + Q(s)
P(s)

N — P = Antal varv som 1 + Gy(C) cirkulerar runt origo

I stéllet for att studera hur méanga varv funktionen 1 + Gy cirkulerar runt origo
viljer vi att studera hur méanga varv Gy cirkulerar runt punkten —1. Vi far da
foljande procedur.

1. Rita Gy(s) da kurvan C genomlops.

2. Rakna hur manga varv n kurvan cirkulerar runt punkten —1.
3. Argumentvariationsprincipen ger: N — P =n
4

. Om N = 0 finns det inga poler i hogra halvplanet och det slutna systemet ar
asymptotiskt stabilt.

A

Re'?

L

re'¥

Figur 6.7 Kurvan C i den reglertekniska tillampningen av argumentvariationsprincipen
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Forelasning 6. Nyquistkriteriet. Stabilitetsmarginaler

Nyquistkriteriet ar ett specialfall av argumentvariationsprincipen. Nyquistkri-
teriet behandlar fallet da kretséverforingsfunktionen inte har nagra poler i hogra
halvplanet, det vill sdga fallet dd& P = 0. Argumentvariationsprincipen siger da att
slutna systemet ar stabilt (N = 0) d& Go(C) ej omsluter punkten —1. I detta fallet
racker det att studera Nyquistkurvan. I stéllet for att berdkna bilden av hela kurvan
C kan man alltsa néja sig med att studera bilden av positiva imaginira axeln.

EXEMPEL 6.2—TREDJE ORDNINGENS SYSTEM
Vi tillampar argumentvariationsprincipen pa samma system som vi studerade i
exempel 6.1, det vill siaga
K
s(s+1)(s+2)

Forsta steget dr att bestimma Go(C). Vi delar in kurvan C i nagra olika segment. Vi
borjar med att rakna ut bilden av positiva imaginéra axeln, det vill sdga Nyquistkur-
van. Det gjorde vi i exempel 6.1 och kurvan visas i figur 6.3. Vi behéver inte rdkna
ut bilden av negativa imaginira axeln eftersom denna blir lika med speglingen av
Nyquistkurvan i reella axeln.

Bilden av den stora halvcirkeln ges av

Go(s) =

Go(Re'?) -0, R — o
Den stora halvcirkeln avbildas alltsa pa origo. Den lilla halvcirkeln ger

K K i r—o0 <p'j—T—>0—>—j—T

Go(re'® __ e, :
o(re”) = 5 = 57 2 2

Den lilla halvcirkeln avbildas med andra ord pa en halvcirkel med oéndligt stor radie
som bérjar med argumentet —s/2, passerar 0 och slutar med argumentet 7r/2.

I figur 6.8 visas Go(C). I figuren visas ocksd en forstoring av den intressanta
delen i niarheten av punkten —1 for fallet K = 1.

Nyquistkurvan ligger alltsa till hoger om punkten —1 d& K < 6, samma stabi-
litetsvillkor som vi sett tidigare. D4 K > 6 kommer vi att cirkulera tva varv runt
punkten —1, vilket enligt argumentvariationsprincipen innebéar att vi har tva poler i
hogra halvplanet. Detta kom vi ocksa fram till da vi studerade rotorten i féregaende
foreldasning. O

Argumentvariationsprincipen och Nyquistkriteriet dr betydligt mer komplicerade
metoder for att avgora stabilitet an de metoder som vi studerat tidigare. A andra si-
dan ger metoderna en mycket viktig insyn och forstaelse for reglerteknik. Metoderna
visar t.ex. att det ar reglerkretsens egenskaper i det frekvensomradet dar fasvrid-
ningen ir ungefar —180° som dr av avgorande betydelse for stabilitet, robusthet och
prestanda.

T~ 1 Y
1 N “
Y s \
. . 0.5 .
1 \ .
\ - N
\ A 0 ~
I
1
N -0.5
\l\
Kd
P ”
-1.5 -1 -05 0 05

Figur 6.8 Till vénster visas bilden Go(C) i exempel 6.2. Till héger visas en forstoring av
omréadet néra origo
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Forelasning 7

Kanslighetsfunktionen.
Stationara fel

I slutet pa forra foreldsningen definierade vi ndgra matt som anger marginaler till
stabilitetsgransen. I denna foreldsning ska vi forst beskriva kanslighetsfunktionen
som bland annat kan tolkas som ett matt pa stabilitetsmarginalen. Darefter ska
vi behandla ytterligare ett grundlidggande krav vi ofta stéller pa reglerkretsen,
namligen att reglerfelet ska forsvinna i stationaritet.

7.1 Kanslighetsfunktionen

I en enkel reglerkrets med kretsoverforingsfunktionen Gy = GrGp, dar Gp ar pro-
cessens overforingsfunktion och G ar regulatorns 6verforingsfunktion, ges kanslig-

hetsfunktionen av L

- 1+ GpGp

Kanslighetsfunktionen ar en 6verforingsfunktion som kan tolkas péa flera olika satt.
Vi ska hér visa tre tolkningar av den.

S (7.1)

Kinslighetsfunktionen som matt pa stabilitetsmarginal

I figur 7.1 visas en tolkning av kanslighetsfunktionen i Nyquistdiagrammet. Var-
je punkt pa Nyquistkurvan ges ju av kretsoverforingsfunktionens vérde vid den

0.5

Im

-1 Re

\ ~

0 0.5

Figur 7.1 Kiénslighetsfunktionen tolkad i Nyquistdiagrammet
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Forelasning 7. Kinslighetsfunktionen. Stationdra fel

|
A

Figur 7.3 Blockschema for en sluten reglerkrets

aktuella frekvensen, det vill siga Gr(iw)Gp(iw). Avstandet fran punkten —1 till
motsvarande punkt p& Nyquistkurvan blir darfér |1 + Gr(iw)Gp(iw)|. Eftersom
kanslighetsfunktionen ges av ekvation (7.1) ser vi darfor att 1/|S(iw)| beskriver
avstandet till den kritiska punkten —1 for den aktuella frekvensen. Ett litet varde
pa kanslighetsfunktionen dr bra ur robusthetssynpunkt, eftersom det innebéar att vi
har en stor marginal till instabilitetsgransen.

Det storsta vardet pa kanslighetsfunktionen betecknas M, det vill saga

M, = max|S(iw)|

I figur 7.1 ser vi att M, ges av inversen av det kortaste avstandet till Nyquistkurvan.
Vardet M, ar darfor ett intressant stabilitetsmarginalmatt, pA samma satt som
forstarknings-, fas- och dodtidsmarginalerna som definierades i forra foreldsningen.
Ofta viljer man ett viarde pa M; i intervallet M, € [1.2, 2].

Kianslighetsfunktionen som matt pa storningsdimpning

I figur 7.2 visas blockschemat for en process med &verforingsfunktionen Gp som
paverkas av laststorningar [ och matbrus n. Stérningar kan paverka processen pa
manga sitt, men man brukar representera dem med dessa tva storningar. Last-
storningar kommer in pa ingingen pa processen och péverkar darfor processen pa
samma sitt som styrsignalen. Manniskor som kommer in i en lokal fungerar som
varmeelement och diarmed laststorningar vid temperaturregleringen. Matstérning-
ar ar storningar som paverkar métsignalen. Det ar ofta hogfrekventa elektriska
storningar och kallas ofta méatbrus. Da styrsignalen ar u = 0 blir utsignalen fran
processen
Y,i(s) = N(s) + Gp(s)L(s)

Antag nu att vi sluter reglerkretsen med en regulator Gg enligt figur 7.3. Da
referensvirdet ar r = 0 blir utsignalen fran reglerkretsen

1 GP(S)

Yal8) = T Gr )G ) O T 15 Gr(5)Gr ()

L(s)

Forhallandet mellan utsignalerna fran det 6ppna och det slutna systemet blir

Ycl(s) _ 1
Yol(s) 1 + Gp(S)GR(S)

= S(s).
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7.2 Stationdra fel

Kéanslighetsfunktionen beskriver med andra ord hur stérningar paverkas av ater-
koppling. Stérningar med frekvenser w sidana att |S(iw)| < 1 undertrycks av
aterkopplingen, medan stérningar med frekvenser sddana att |S(iw)| > 1 forstéarks
av aterkopplingen.

Kianslighetsfunktionen som matt pa inverkan av modellfel

En tredje tolkning av kanslighetsfunktionen far man genom att undersoka vilken
effekt ett modellfel far p4 méitsignalen. Antag att vi tagit fram en modell Gp av
processen som ska regleras. Denna modell dr naturligtvis aldrig en exakt beskrivning
av den verkliga processen som vi betecknar G(I)). De slutna systemen med modellen
respektive den verkliga overforingsfunktionen ges av

GrGp 0 GrGY%
Y = —RIP = TRIP
1+ GgrGp 1+ GgrGp

dar Y och Y° ar mitsignalerna som modell respektive den verkliga processen ger.
Det relativa felet i matsignalen ges nu av

GrGY GrGp
YO—Y 1+4GpG%  1+GrGp _ G%(1+GrGp) —Gp(1l+ GrGY)
Yy GrGp R B Gp(1+ GrGY)
1+ GrGp
_ 1 .G%_GP=SO.GOP—GP
1+ GrGY Gp Gp

dar S° betecknar det verkliga systemets kanslighetsfunktion, det vill siga den kéns-
lighetsfunktion vi far om vi anvénder G(}, i stallet for Gp i ekvation (7.1). Vi kan
skriva om uttrycket en sista gang som

YO—Y=S().GOP—GP
Y Gp

Har ser vi nu att kianslighetsfunktionen ar en 6verforingsfunktion mellan det rela-
tiva felet i modellen och det relativa felet i métsignalen. Aterigen ser vi att det &r
en fordel om kanslighetsfunktionen ar liten. Vid de frekvenser dar kanslighetsfunk-
tionen ar liten ger modellfel relativt liten paverkan pa matsignalen. I figur 7.1 ser
vi att kanslighetsfunktionen ar som storst vid de frekvenser dar fasvridningen &r
ungefar —180°. Det ar med andra ord vid dessa frekvenser det ar viktigt att man
har en bra modell av processen som ska regleras.

7.2 Stationara fel

Vi ska nu undersoka stationéra fel och vilka egenskaper som kravs av regulatorn for
att man ska undvika kvarstdende reglerfel i stationéritet. Det problem vi ska un-
dersoka beskrivs i figur 7.4. Vi studerar den enkla reglerkretsen med tva insignaler,
referensvirdet r och laststérningen /. Detta ger oss tva overforingsfunktioner:

GrGr Gp
= R L
11 GrGr ' T 15 GrGr

Matsignalen paverkas alltsi bade av referensviardesdndringar och laststérningar. I
méanga sammanhang viljer man att betrakta dessa tva fall var for sig.
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Forelasning 7. Kinslighetsfunktionen. Stationdra fel

Figur 7.4 Den enkla reglerkretsen

Servoproblemet kallas fallet da [ = 0, det vill séga fallet da vi enbart ar intresse-
rade av referensviardesandringar. Detta 4r vanligt i samband med motorstyrningar,
t.ex. hos farkoster och industrirobotar. Vid servoproblemet ges 6verforingsfunktionen

av
GrGp Go

= = R
1+ GrGp 1+ Gy

diar Go = GrGp betecknar kretsoverforingsfunktionen.

(7.2)

Regulatorproblemet kallas fallet da r = 0, det vill sdga da vi enbart studerar
laststorningar. Detta problem &r vanligt inom processreglering dar referensviarden
ofta ar konstanta under langa perioder medan lasten varierar. Vid regulatorproble-
met ges overforingsfunktionen av

Gp

Y=—¢3——L .
1+ GrGr (7.3)

Vi ska behandla servoproblemet och regulatorproblemet var for sig, och borjar
med servoproblemet.

Stationira fel — Servoproblemet

Reglerfelet vid servoproblemet kan vi rakna ut med hjéalp av ekvation (7.2).

1

E(S) = R(S) - Y(S) = 1—}—7(;0(8)

R(s)

Man kan anvinda slutvardesteoremet for att direkt ur Laplacetransformen bestam-
ma reglerfelet e(¢) da ¢ — oo. Slutvirdesteoremet ger

eo = lim e(¢) = limsE(s)
t—o00 s—0

Observera att slutvirdesteoremet endast far anvindas da det existerar ett grans-

varde. Gransvardet existerar om och endast om funktionen sE(s) har samtliga poler

i vanstra halvplanet. Beviset for slutvirdesteoremet ges av definitionen av Laplace-

transformen:

ii_r)%(sE(s) —e(0)) = E%Lw e *le(t)dt = fooo é(t)dt = lim(e(¢) — e(0))

t—o00
Innan vi undersoker det generella fallet studerar vi ett exempel.

EXEMPEL 7.1—STATIONART FEL VID STEG- OCH RAMPFOLJNING
Antag att processen och regulatorn ges av overforingsfunktionerna

1

Gr = Sd+sT)

Gr=K
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7.2 Stationdra fel

Processmodellen kan t.ex. beskriva en elektrisk motor dar insignalen ar strommen
in till motorn och utsignalen dr motorns vinkel. Regulatorn 4r en P-regulator med
forstarkningen K. Tillsammans ger de kretsoverforingsfunktionen

K

Gy =GrGp = ——
0 rEP s(1+4sT)

Antag att referensvirdet dndras i form av ett steg, det vill sidga

r(t):{l £>0

0 t<o0

Laplacetransformen for ett steg ges av
1
R(s) = -
(5) =

Reglerfelet blir darfor

R(s) = s(1+sT) 1

Bl = T N

1+ Go(s)

Med hjalp av slutvirdesteoremet kan vi nu rédkna ut det stationira felet.

1+sT
e = lim e(¢) = lin(}sE(s) = lim s +sT) 0
S—>

t—00 s—0s(1+sT)+ K -
Gransvardet existerar under forutsattning att parametrarna K och T &ar positiva.
Vi ser alltsd att vi inte far nagot kvarstdende reglerfel, trots att vi endast har

en P-regulator. Varfor ska vi snart se nér vi studerar det generella fallet. Forst
undersoker vi fallet da referensviardet dndras i form av en ramp, det vill sdga

t t>0
r(t) =
{O t<o0

Laplacetransformen for en ramp ges av

R() =5

Reglerfelet blir darfor

_ _ s(+sT) 1
Els) = 1+ Go(s)R(s) ~ s(14+sT)+ K 2

I detta fallet far vi det stationira felet

) ) . 1+sT 1
e = i el) = I e El) = I i v K T K

Aven hir existerar griansvirdet sa lange parametrarna K och T &r positiva. Nar
referensvirdet dndras i form av en ramp far vi alltsd ett kvarstdende reglerfel.
Storleken 4r omvént proportionell mot regulatorforstarkningen K. O
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Forelasning 7. Kinslighetsfunktionen. Stationdra fel

Det generella fallet Vi ska nu studera det generella fallet. Vi antar att kretso-
verforingsfunktionen kan beskrivas som

K 1 24 KB
Gols) = & + b1s + bes® + oL — (s) oL
s l4+ais+ags®+--- s"A(s)

Denna kretsoverforingsfunktion tédcker in de flesta av de processer och regulatorer

vi stoter pa. Den bestar av en lagfrekvensdel som ges av K/s", en dodtid L och tvéa

polynom som bada har statiska forstarkningen 1, det vill saga A(0) = B(0) = 1.
Referensvardet beskriver vi som

t"™ /m! t>0
r(t) = / -
0 t<O0

dar m ar ett positivt heltal. Laplacetransformen for referensviardet ges av

1

Sm+1

R(s) =

Reglerfelet for detta generella exempel blir

1 s"A(s) 1
B = 136 *¢) = 5AG) + RBGYe T 577

Med hjalp av slutvirdesteoremet kan vi nu riakna ut det stationéra felet.

. ) o A(s) s"
€oo = tll»rglo e(t) = ?—I»%SE(S) - }91_1)% s"A(s) + KB(s)esL sm

naturligtvis under forutsittning att grinsvirdet existerar. Eftersom A(0) = B(0) =
1 och e — 1 da s — 0 giller att

n—m

Coo = 11—{% s"+ K 8
Vi ser alltsa att det stationara felet enbart bestams av kretsoverforingsfunktionens
lagfrekvensegenskaper, det vill siga K och n, samt referensviardets egenskaper m.
Vi far foljande fall beroende pa forhallandet mellan m och n:

n>m o =0
0 1
= = e = —
n=m ~=1TK
1
n=m2>1 em:?
n<m Gransvarde saknas

Tabellen visar att det ar antalet integratorer n i kretsoverforingsfunktionen
som avgor hur snabba referensvirden man kan folja utan kvarstaende reglerfel. I
exempel 7.1 hade kretsoverforingsfunktionen en integrator, det vill sdga n = 1. Vid
stegandringar ar m = 0 varfor reglerfelet blir e, = 0. Vid rampéndringar dr m = 1,
vilket enligt tabellen ovan innebér att e, = 1/K. Detta ar naturligtvis precis de
resultat vi kom fram till i exempel 7.1.

Stationira fel - Regulatorproblemet

Vi ska nu undersoka stationéra fel vid regulatorproblemet, det vill sdga fallet da re-
ferensvardet dr konstant men laststorningarna varierar. Vi antar att referensvardet
ar r = 0. Enligt ekvation (7.3) ges métsignalen da av

GP(S)

Y = 15 Gr()Gr )

L(s)
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7.2 Stationdra fel

Precis som tidigare kan vi anvinda slutvardesteoremet for att bestamma det statio-
néra reglerfelet. Eftersom vi antar att r = 0 kan vi lika gédrna studera métsignalen
direkt i stallet for reglerfelet. Slutvirdesteoremet ger
Yoo = lim y(¢) = liI%SY(s)
s—

t—o00
Vi inleder med att studera regulatorproblemet i ett exempel.

EXEMPEL 7.2—STATIONART FEL VID REGULATORPROBLEMET
Antag att processen och regulatorn ges av overforingsfunktionerna
1 K

:1+sT R:?

Gp

Processmodellen kan t.ex. beskriva sambandet mellan strom och vinkelhastighet hos
en elektrisk motor. Regulatorn ar en I-regulator, det vill sdga en rent integrerande
regulator. Tillsammans ger de kretsoverfoéringsfunktionen

K

G0=GRGP = m

vilket &r samma kretsoverforingsfunktion som vi studerade i exempel 7.1.
Antag att laststérningen dndras i form av ett steg, det vill siga

l(t):{(l) t20

t<o0

med Laplacetransformen L(s) = 1/s. Matsignalen blir d&

Gp(s) _ s 1
T4 Ga()Gr () ) = s@ s+ K 5

Med hjalp av slutvirdesteoremet kan vi nu rédkna ut den stationidra métsignalen.

Y(s) =

Yoo = lim y(¢) = liI%sY(s) = lim 0

S
i—00 s—~0s(1+sT)+ K

Gransvardet existerar under forutsattning att parametrarna K och 7' &r positiva.
Precis som i exempel 7.1 far vi alltsa inget kvarstédende reglerfel.
Antag nu att processen och regulatorn ges av éverforingsfunktionerna

1

Gr = @47

Gr=K

Jamfort med foregdende fall har vi nu lagt in en integrator i processen och tagit
bort integratorn i regulatorn. Kretsoverforingsfunktionen ar darfor densamma som
tidigare. Matsignalen vid en stegéndring i lasten blir
G 1 1
P(s) L ( S) — L=
1+ Ggr(s)Gp(s) s(1+sT)+ K s

Med hjalp av slutvirdesteoremet far vi den stationdra méatsignalen

: : : 1 1
Yoo = lim y(t) = lims¥(s) =lim oo o TR T &

Y(s) =

Trots att vi har samma kretséverforingsfunktion som tidigare far vi nu ett kvarsta-
ende reglerfel. Integratorn i processen bidrar inte till att eliminera det stationira
felet vid laststorningen. O

Exemplet visar att det har betydelse var integratorerna finns. Vid servopro-
blemet 4r det antalet integratorer i kretsoverforingsfunktiononen som avgor vilka
borvardesdndringar man kan folja utan kvarstaende reglerfel. Vid regulatorproble-
met dr det antalet integratorer i regulatorn som avgor vilka laststérningar som kan
regleras bort. Detta visar vi genom att studera det generella fallet.
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Forelasning 7. Kinslighetsfunktionen. Stationdra fel

Det generella fallet Antag att processen och regulatorn har overforingsfunktio-

nerna
_ KPBP(S) s _ KBR(S)
Grle) = S 9= 0a)

dar Ap(0) = Bp(0) = Ag(0) = Bg(0) = 1. Laststérningen beskriver vi som

1
L(S) = gm+1
Matsignalen for detta generella exempel blir
G "AprKpBpesL 1
Y(s) = — 281 - $ ArBpSpe —
1+GR(S)GP(S) s PApAr + KBrKpBpe™s sm+l

Med hjalp av slutvirdesteoremet kan vi nu ridkna ut det stationéra felet.

. . . ArKpBpe™L s
Yoo = }LIcl;loy(t) - }QI—IBSY(S) - }el—{% s"tPApAr + KBrKpBpe=sL sm

naturligtvis under forutsattning att gransvirdet existerar. Eftersom Ap(0) = Bp(0) =
Ar(0) = Br(0) = 1 och e~ — 1 d& s — 0 giller att

Kp

lim ——s™"™"
s—0 s™? + KKp

Yoo =

Vi ser alltsa att det 4r antalet integratorer r i regulatorn som avgér om vi far nagot
kvarstaende reglerfel. Vi far foljande fall beroende pa férhallandet mellan m och r:

r>m Yoo =0
Kp
r=m=0, p=0 yoo:71+KKp
1
r=m=0, p>1 yoo:§
r=m2>1 yoo=l
- K
r<m Gransviarde saknas

I exempel 7.2 studerade vi stegdndringar i lasten, det vill siga m = 0. I det
forsta delexemplet hade vi en integrator i regulatorn, vilket innebar att r = 1.
Enligt tabellen ovan innebir det att y,, = 0, vilket stimmer med exemplet. I det
andra delexemplet fanns det ingen integrator i regulatorn, men en integrator i
processen. Detta innebéar att r = 0 och p = 1 och enligt tabellen ska det ge det
stationéra felet y,, = 1/ K, vilket ocksa stimmer med exemplet.

Den analys vi nu har gjort visar varfor man sa ofta vill ha en integrator i
regulatorn. En integrator i regulatorn garanterar namligen att man inte far nagot
kvarstiende reglerfel efter stegindringar oavsett om dessa sker i referensvardet
eller i form av laststorningar.
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Forelasning 8

Tillstandsaterkoppling

Vi ska nu 6verga till syntes av reglersystem. Denna kommer vi att utfora i flera av
de olika modellrepresentationer som vi gick igenom i borjan pa kursen. Vi inleder
med att bestamma regulatorer i tillstdndsrepresentationen.

8.1 Tillstandsaterkoppling

Vi antar att den process vi ska reglera ar beskriven pa tillstandsform, det vill sdga

x=Ax+ Bu
(8.1)
y=Cx
For enkelhets skull har vi antagit att processen inte har nagon direktterm, det vill
sdga att matrisen D = 0. Detta ar ett realistiskt antagande eftersom det ar ovanligt
att processer har direkttermer.
Processens overforingsfunktion ges av

Y(s) = C(sI — A)'BU(s)

déar ndmnarpolynomet
det(sI — A)

bildar processens karaktaristiska polynom.

Vi antar nu att vi kan méita samtliga tillstand i processen. Detta ar naturligtvis
orealistiskt i de flesta fall, men langre fram i kursen ska vi se att vi kan slappa
detta krav genom att vi kan berdkna tillstdnden ur de enda signaler vi normalt
har tillgang till, ndmligen styrsignalen och méitsignalen. Regulatorstrukturen visas
i figur 8.1. Ekvationen for regulatorn ar

u==~kor—Fkixys—koxo—-++—kyx, = k,r— Kx (8.2)

dar vektorerna K och x ges av

X1
X2
K:[k1 ky - kn] x=
Xn
r u y
- k, > Process -

Figur 8.1 Tillstandsaterkoppling
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Forelasning 8. Tillstandsdaterkoppling

Vid tillstandsaterkoppling bildas styrsignalen alltsa helt enkelt genom att man
tar samtliga tillstdnd plus referensvirdet, multiplicerar dem med varsin faktor och
déarefter summerar alla bidrag.

Slutna systemet Om vi kombinerar styrlagen (8.2) med processmodellen (8.1) far
vi tillstdndsbeskrivningen for det slutna systemet:

x=(A— BK)x + Bk,r
( ) 8.3)
y=Cx
dar nu referensvirdet r dr den nya insignalen. Motsvarande 6verforingsfunktion ges
av
Y(s) = C(sI — (A — BK))'Bk,R(s)

dar karaktaristiska polynomet nu andrats till
det(sI — (A — BK))

Matrisen A hos det 6ppna systemet (8.1) har genom tillstdndsaterkopplingen
andrats till A — BK i det slutna systemet (8.3). Eftersom vi sjilva véiljer vektorn K
har vi har en mgjlighet att bestdimma egenvéardena till den nya matrisen.

Regulatorparametern %, paverkar uppenbarligen inte slutna systemets poler. Vi
kommer tills vidare att vilja %k, sa att slutna systemets statiska forstarkning blir
ett for att pa sa satt forsoka uppna att y = r stationart. (Langre fram kommer vi
att infora integralverkan for att uppna detta mal.)

Vi illustrerar syntesmetoden med ett exempel:

ExEMPEL 8.1 —TILLSTANDSATERKOPPLING AV ELEKTRISK MOTOR
Overforingsfunktionen for en elektrisk motor ar

100

@r(s) = 5+ 10)

dir insignalen &r strommen in till motorn och utsignalen &#r motorns vinkel. Overfo-
ringsfunktionen kan delas upp i tva delar enligt figur 8.2, dar vi inte bara markerat
in- och utsignalen utan dven motorns vinkelhastighet. Om vi infér vinkeln och vin-
kelhastigheten som tillstand kan vi beskriva processen pa tillstdndsform. Den blir
%1 = —10x7; + 100w
562 = X1

Yy = X2

eller pa matrisform

u 100 x1 1 ¥ =2x
s+ 10 s

Figur 8.2 Blockschema for motorn i exempel 8.1. Tillstdndet x; svarar mot vinkelhastigheten
och tillstdndet x9 mot vinkeln.
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8.1 Tillstandsdaterkoppling

r O u 100 1 1 y=x2
. k —
" 3 s+10 s

—ky

—ko

Figur 8.3 Tillstandsaterkoppling av motorn i exempel 8.1.

Nu aterkopplar vi fran vinkeln och vinkelhastigheten enligt figur 8.3. Styrlagen
u==~kor—~kix;—koxo =kr— Kx

ger det slutna systemet

) —10 — 100%k; —100%s 100
X = x4+ k.r
1 0 0
y = ( 01 ] x
Det karaktéaristiska polynomet blir

s+ 10+ 100%; 100k,

det(sI — (A — BK)) = N .

= 5% + (10 + 100%1)s + 100k,

Eftersom vi med regulatorparametrarna k; och ks kan dstadkomma ett godtyckligt
andra ordningens karaktaristiskt polynom kan vi placera slutna systemets poler var
vi vill. Antag att det 6nskade slutna systemets karaktéristiska polynom ges av

$2 + 2(ws + w?
Da far vi foljande regulatorparametrar

2(w—1 2
_ (w—10 ks w

k =
! 100 100

Nu aterstar det att bestimma parametern &, sd att y = r stationart. Man kan
alltid bestamma %, genom att ridkna ut slutna systemets overforingsfunktion och
darefter se till att G(0) = 1, det vill sdga att statiska forstarkningen blir ett. Det
ar oftast dock enklare att direkt i tillstAndsbeskrivningen underscka det stationdra
forhallandet di x = 0. I vart exempel géller att

] —10 — 100k; —100k, 100
x=0= x+ k.r
1 0 0
- [ 01 ] x
Den andra tillstandsekvationen sager att x; = O stationdrt. Att s maste vara fallet

ar ju klart eftersom x; dr vinkelhastigheten. Stoppar vi in x; = 0 i den forsta
ekvationen och utnyttjar att y = x5 ser vi att y = r stationart da

k, = ks
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Forelasning 8. Tillstandsdaterkoppling

Matsignalen y for olika w Matsignalen y for olika ¢
12 : : : , 1.2 , , : :
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Styrsignalen u for olika w Styrsignalen u for olika ¢
10 5
8 4
6 3
4 2
2 1
0 0
20 02 04 06 08 1 o 0z 04 06 08 1

Figur 8.4 Tillstindsaterkoppling av motorn i exempel 8.1. De vianstra figurerna visar
regleringen for ¢ = 0.7 och w = 10, 20 och 30, dar den snabbaste regleringen svarar mot
den hogsta frekvensen. De hogra figurerna visar regleringen for w = 20 och ¢ = 0.5, 0.7 och 0.9,
dar den mest ddmpade regleringen svarar mot den storsta relativa dampningen.

Vi ar nu fardiga med var syntes. I figur 8.4 visas stegsvaren far nagra olika val av
designparametrarna ¢ och w. Figuren visar att designparametern w ar ett effektivt
sétt att specificera snabbheten hos systemet och att den relativa dampningen ¢ &r
ett bra matt p4 dampningen hos systemet. O

8.2 Styrbarhet

I foregdende exempel kunde vi med tillstdndsaterkoppling placera slutna systemets
poler var vi ville. En intressant fraga dr om man alltid kan gora det. Vi inleder med
ett exempel.

EXEMPEL 8.2—STYRBARHET
Antag att processen vi ska reglera beskrivs av foljande ekvationer.

c—ax+Bu=[ " * )es ]
y=Cx+ Du

Eftersom A-matrisen ar diagonal ser man direkt att dess egenvirden, och ddrmed
ocksd processens poler, ligger i —1 och —2. Med tillstandsaterkoppling kommer
matrisen att bli

—1—Fky —ko ]

0 —2

Detta ger oss slutna systemets karaktéaristiska polynom

A—BK = [

det(sI —(A—BK))=(s+1+k1)(s+2)
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8.2 Styrbarhet

Har ser vi att vi inte kan placera polerna godtyckligt. Med hjalp av k; kan
vi flytta polen som ldg i —1, men polen i —2 kan vi inte flytta. Vi ser ocksa att
parametern ks inte finns med i det karaktéristiska polynomet. Vi har alltsa inte
nagon nytta av att méta tillstandet x5 och aterkoppla fran det.

Orsaken till vart problem ser vi tydligt i tillstAndsbeskrivningen. Den andra
ekvationen dar ges av

X9 = —2x9

och ar helt opaverkad av styrsignalen u. Detta tillstdnd kan vi darfor inte styra. 0O

Vi kommer nu in pa begreppet styrbarhet. Styrbarhet definieras pa féljande satt:

En tillstandsvektor xy ar styrbar om det finns en styrsignal som 6verfor
tillstandsvektorn x fran origo till x¢ pa andlig tid. Ett system ar styrbart
om samtliga tillstand ar styrbara.

Om ett system ar styrbart kan vi med tillstdndsaterkoppling placera samtliga po-
ler godtyckligt. Som vi ser av definitionen har styrbarhet ingenting med utsignalen
y att gora. Definitionen ror tillstAndsvektorn och styrsignalen. I tillstAndsrepresen-
tationen (8.1) ser vi att detta innebéar att styrbarheten enbart avgors av matriserna
A och B.

Om ett system ar styrbart eller ej kan bestammas genom att studera den sa
kallade styrbarhetsmatrisen som definieras pa foljande séatt:

W, = [B AB A2B ... An—lB]

dar n ar systemets ordning. Man kan visa att ett system &r styrbart om och endast
om styrbarhetsmatrisen W; har n linjart oberoende kolonner. I det fall systemet inte
ar styrbart visar kolonnerna i W; vilka tillstdnd som ar styrbara. Detta illustreras
i exemplen nedan.

Vi undersoker styrbarheten for de tva exempel vi studerat tidigare i forelasning-
en.

EXEMPEL 8.3—STYRBARHET
I exempel 8.1 studerade vi en elektrisk motor som beskrevs med ekvationerna

(-10 0 100
=11 o)J* Lo )"

y:(o l]x

For denna process blir styrbarhetsmatrisen
100 —1000
W, = ( B AB ] = [ ]

0 100
Denna matris har uppenbarligen linjart oberoende kolonner. Ett satt att ta reda
pa om en kvadratisk matris har linjart oberoende kolonner &r att kontrollera att
determinanten ar skild fran noll. Eftersom W; har linjart oberoende kolonner ar
processen styrbar. Det sag vi redan i exempel 8.1, eftersom vi kunde placera polerna
var vi ville.

Lat oss nu underscka styrbarheten i exempel 8.2. Dar ges A- och B-matriserna

av
-1 0 1
A= B =
0 -2 0
Detta ger oss styrbarhetsmatrisen
1 -1
W, = [ B AB ] - ]
0 0
Denna matris har inte linjart oberoende kolonner och det Wy = 0. Systemet i exempel

8.2 ar allts4 inte styrbart. Kolonnerna i W visar ocksa att x; ar ett styrbart tillstand
medan xg inte ar styrbart. O

71



Forelasning 8. Tillstandsdaterkoppling

1 1
] L
u u
2 2 1 2
o - 1 1
A B C

Figur 8.5 Olika kopplingar av infloden och vattentankar leder till olika fall av styrbarhet.

Exempel pa styrbarhet

Styrbarhet ar ett abstrakt begrepp. Oftast bygger man processer pa ett sadant satt
att man har styrbarhet vad géller de tillstdind som man vill styra. Styrbarhetsbe-
greppet ar trots det viktigt och bra att ha en kéansla for. Vi kommer att se det langre
fram i kursen.

For att oka forstaelsen for styrbarhetsbegreppet ska vi nu undersoka nagra
fysikaliska processer med avseende pa styrbarheten. De processer vi undersoker
illustreras i figur 8.5 och bestar av olika kopplingar av vattentankar och fléden.

Genom att stialla upp massbalansen for en enstaka vattentank far vi en enkel
modell av dess dynamik. Om vi betecknar nivan i en tank med x giller att

X=qin — qus

dar q;, betecknar inflodet till tanken och q,; betecknar utflodet fran tanken. Varje
vattentank har ett hal i botten som gor att de har ett utflode som &r ungefar
proportionellt mot nivan i respektive tank. Inflodet till en tank kan dels besta av
utflodet fran en tank ovanfor, dels kan den besta av ett tillflode u som vi later vara
var styrsignal.

Process A: Betrakta forst Process A i figur 8.5. I detta fall kommer det styrda
flodet in i den ovre tanken. Det ger oss foljande balansekvationer:

X1 =Uu—ax
X9 = ax1 — axs

dar x; och x9 betecknar nivaerna i 6vre respektive under tanken. Den forsta ekva-
tionen sager att inflodet till den ovre tanken ar u och att utflodet 4r proportionellt
mot nivan i tanken. Den andra ekvationen siger att inflodet till den undre tanken
ar detsamma som utflodet fran den ovre tanken, och att utflodet fran den undre
tanken ar proportionellt mot nivan i tanken.

Dynamiken for Process A kan skrivas som

—a 0 1
x:Ax—i-Bu:[ ]x+[ ]u
a —a 0

Styrbarhetsmatrisen blir darfor
1 —a
W, = [B AB] - [ ]
0 a
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8.2 Styrbarhet

Denna matris har linjart oberoende kolonner, determinanten ar det Wy = a # 0
och systemet ar styrbart. Styrbarhetsmatrisens kolonner visas grafiskt i Figur 8.6,
dar det tydligt framgar att de &r linjart oberoende. Detta betyder att vi kan styra
bada nivaerna till godtyckliga varden. Det 4r ju vad definitionen pa styrbarhet
sager. Observera att definitionen inte sédger att vi behover kunna ligga stilla vid
godtyckliga nivaer. Man inser ju genom att studera figuren och ekvationerna att de
enda nivderna man kan ligga stilla vid ar siddana nivaer dar

U= ax; = axy

Stationart har vi alltsa alltid samma niva i de bada tankarna.

Slutligen maste vi tdnka pa ekvationernas giltighet. I verkligheten galler ju
att nivaerna inte kan bli negativa och att inte heller styrsignalen kan bli negativ,
forutsatt att vi inte kan suga ut vatten genom ledningen. Detta innebéar alltsi att
x1 >0, x9 >0o0chu>0.

Process B: Betrakta nu Process B i figur 8.5. I detta fall kommer det styrda flodet
in i den undre tanken. Detta bor ju innebdra att vi inte langre kan styra nivan i
den ovre tanken. Lat oss undersoka om detta faller ut av analysen.

Foljande balansekvationer géller for Process B:

xl = —ax

X9 = U+ ax; — axg

Dynamiken for Process B kan darfor skrivas som

—a 0 0
x:Ax—f—Bu:[ ]x+[ ]u
a —a 1

Styrbarhetsmatrisen blir darfor

WS=[B AB]:[O O]

1 —a
Denna matris har linjart beroende kolonner, determinanten ar det Wy = 0 och
systemet ar alltsa inte styrbart. Kolonnerna i W; visar ocksa att det &r den undre

tanken vi kan styra och den évre tanken som inte &ar styrbar. Detta framgar ocksa
av Figur 8.6.

Process C: 1 Process C i figur 8.5 kommer det styrda flodet in till bada tankarna,
sa att halva flodet gar till tank 1 och halva flédet till tank 2.

X9 X2 x2

X1 X1 X1

Process A Process B Process C

Figur 8.6 Styrbarhetsmatrisens kolonner i de tre exemplen.
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Forelasning 8. Tillstandsdaterkoppling

Foljande balansekvationer géller for Process C:

x1 = 0.5u — ax;

X9 = 0.5u — axs

Dynamiken for Process C kan darfor skrivas som

—a 0
a’c:Ax—i—Bu:[O ]x

—a

+ [ 0.5 ]
u
0.5

0.5 —0.5a ]

Styrbarhetsmatrisen blir

W, = [B AB] = [
0.5 —0.5a

Denna matris har linjart beroende kolonner, determinanten ar det Wy = 0 och

systemet ar alltsa inte styrbart. Konstruktionen ar sddan att om nivderna fran

borjan ar lika i de tva tankarna kommer de alltid att forbli lika. Detta visar ocksé

kolonnerna i W; och illustrationen i Figur 8.6.
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Forelasning 9

Kalmanfiltrering

I foregaende forelasning inledde vi syntesdelen i kursen med att introducera till-
standsaterkoppling. Den metod vi presenterade hade flera allvarliga begriansningar
som vi ska eliminera i denna foreldsning. For det forsta byggde tillstandsaterkopp-
lingen pa att vi kunde méata samtliga tillstdnd. Det kan man normalt inte. I denna
forelasning ska vi beskriva Kalmanfiltret, vilket &r en metod for att filtrera fram en
skattning av tillstandsvektorn ur styrsignalen och métsignalen.

En annan allvarlig begransning var att regulatorn saknade integralverkan och
att man darfor riskerade att fa kvarstdende stationéra reglerfel.

9.1 Integralverkan

Vi inleder med att infora integralverkan i regulatorn. I figur 8.1 visas blockschemat
for den ursprungliga tillstandsaterkopplingen. Parametern %, valde vi s att statiska
forstarkning mellan referensvirdet r och métsignalen y blev ett. Detta garanterar
dock inte att y = r stationart. En &ndring i lasten kommer t.ex. att fora méatsignalen
bort fran referensviardet.

I figur 9.1 visas hur man kan komplettera tillstandsaterkopplingen med en in-
tegralterm. Vi bildar forst reglerfelet e som differensen mellan referensvirdet r och
matsignalen y, som vi ju inte har anvant tidigare vid tillstdndsaterkopplingen. Dar-
efter integrerar vi reglerfelet och multiplicerar det med en forstirkning som vi i
detta sammanhang betecknar %;. Slutligen adderar vi bidraget fran integraltermen
till styrsignalen u.

Att pa detta satt addera en integralterm till styrsignalen ar inte konstigare &n
att addera en integralterm till en P-regulator och darigenom bygga en Pl-regulator.

Integraltermen kommer naturligtvis att paverka det slutna systemets poler. For
att kunna anvinda samma metodik som i foregdende foreldsning ska vi déarfor
beskriva integraltermen som en del i tillstandsbeskrivningen for det slutna systemet.
Vi vill skriva det slutna systemet pa tillstandsform dar referensvardet r ar systemets
instignal.

r u
ky ‘@ Process Y

Figur 9.1 Tillstandsaterkoppling med integralverkan
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Utga fran processens tillstandsbeskrivning:

x=Ax+ Bu
9.1
y=Cx
Infor nu ett extra tillstand, x;, enligt figur 9.1. Det ges av ekvationen
xi=f(r—y)dt = X=r—y=r—Cx
Om vi utvidgar tillstdndsvektorn x med integraltillstandet x; sa att
(%)
Xe =
Xi
kan vi skriva det utvidgade systemet pa foljande sétt.
¢ * A0 + B + 0 A.x, + B.u+ B
Xe = = Xe u r=A.x, U o
X —-C 0 0 1
(9.2)
y = [C 0] xe=Cexe

Eftersom vi vill ta fram slutna systemets tillstandsbeskrivning ska vi eliminera
styrsignalen u fran ekvation (9.2). Styrsignalen ges av

u==~kor—Kx—Fkix;=kr—K,x,

dar
m:(KkJ

Stoppar vi in detta uttryck for u i ekvation (9.2) far vi tillstdndsbeskrivningen for
det slutna systemet:

%o = (A. — B.K,)x, + (Bck, + B)r
y = Cecx.

Vi har alltsd genom att utvidga tillstandsbeskrivningen med ett tillstdnd som &ar
lika med integralen av reglerfelet fatt en regulator med integralverkan. I stationa-
ritet géller att x, = 0 och darmed speciellt att x; =r —y = 0.

Parametrarna i vektorn K, bestammer vi precis som tidigare sa att slutna
systemets poler placeras dér vi vill. De ges av det karaktéristiska polynomet

det(sI — (A, — B.K.))

Parametern %, behovs nu inte langre for att forsoka uppna y = r stationért. Den
paverkar inte slutna systemets poler, bara dess nollstéllen. Den kan lampligen valjas
sé att systemet far onskade transienta egenskaper vid referensviardesandringar. Vi
ska prata mer om val av nollstédllen i senare foreldsningar.

9.2 Observerbarhet

Hittills har vi forutsatt att vi kan méta samtliga tillstdnd i processen. Detta ar
normalt inte mgjligt, men om man kan berédkna tillstandsvektorn genom att studera
styrsignalen och matsignalen kan man i stillet anvéinda de berdknade eller skattade
tillstdnden i aterkopplingen.
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9.2 Observerbarhet

I exempel 8.1 anvinde vi tillstandsaterkoppling for att styra en elektrisk motor,
diar méatsignalen var motorns vinkel och dar det andra tillstindet var motorns
vinkelhastighet. Om man inte kan méta vinkelhastigheten kan man ju skatta den
genom att t.ex. derivera vinkelsignalen.

Innan vi beskriver hur man skattar tillstdndsvektorn ska vi stélla oss den prin-
cipiella fragan om det 6verhuvud taget gar att skatta tillstdndsvektorn genom att
bara studera u och y. Svaret pa fragan ar att det gdr om systemet ar observerbart.
Observerbarhet definieras pa foljande sétt:

En tillstdndsvektor xy # 0 &r icke observerbar (tyst) om utsignalen
y(¢) = 0 da initialtillstdndet &r x(0) = x och insignalen &r u(t) = 0. Ett
system &r observerbart om det saknar icke observerbara tillstand.

Som vi ser av definitionen har observerbarhet ingenting med styrsignalen u att
gora. Definitionen ror tillstdndsvektorn och métsignalen. I tillstAndsrepresentatio-
nen (9.1) ser vi att detta innebér att observerbarheten enbart avgors av matriserna
A och C.

Om ett system ar observerbart eller ej kan bestimmas genom att studera den
sé kallade observerbarhetsmatrisen som definieras pa foljande sétt:

C
CA
w,= | CA?

CAn—l

dar n ar systemets ordning. Man kan visa att ett system &r observerbart om och
endast om observerbarhetsmatrisen W, har n linjart oberoende rader. Om x( ar ett
icke observerbart tillstdnd uppfyller det ekvationen

Wox() =0

Som vi ser har observerbarhet och observerbarhetsmatrisen stora likheter med
styrbarhet och styrbarhetsmatrisen som vi studerade i féregdende foreldsning. Vi
studerar ett exempel pa observerbarhet.

ExEMPEL 9.1 —OBSERVERBARHET
En process beskrivs av foljande ekvationer:

%= [_01 _Ol]x
y= [1 —1]x

Vikan t.ex. tdnka oss att ekvationerna beskriver processen i figur 9.2, dar tillstdnden
beskriver nivierna i respektive tank. Matsignalen bildas av differensen mellan de
tva nivaerna. Vi har ingen insignal till systemet, utan studerar enbart forloppen
efter olika initialtillstdnd hos de tva nivaerna.

Vi ska nu undersoka observerbarheten for processen. Observerbarhetsmatrisen

blir
C 1 -1
WO = =
CA -1 1

Raderna till denna matris ir inte linjart oberoende, determinanten &r det W, = 0
och systemet dr alltsa inte observerbart. Ur ekvationen

Woxo =0
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Forelasning 9. Kalmanfiltrering

Figur 9.2 En fysikalisk tolkning av processdynamiken i exempel 9.1

X2

Figur 9.3 Olika initialtillstdnd i exempel 9.1

ser vi att de icke observerbara tillstdnden kan skrivas som

(2

Om vi gar tillbaka till definitionen pa observerbarhet ser vi att detta stammer.
Om initialnivderna i de tva tankarna ar lika kommer de att tommas pa precis
samma séatt. Eftersom nivierna alltsa hela tiden &ar lika kommer maéatsignalen att
forbli y = 0.

I figur 9.3 visas fyra olika initialtillstdnd for nivderna i de tva tankarna. Motsva-
rande svar i utsignalen y visas i figur 9.4 Initialtillstadndet a &r ett icke observerbart
tillstand. Darfor ar matsignalen y = 0. Initialtillstandet b ger ett svar i méatsignalen,
men svaret dr identiskt med det vi far vid initialtillstadndet c. Alla initialtillstand
som har samma differens mellan nividerna x; och x; kommer att ge samma svar i
matsignalen y och gar alltsa inte att skilja at. Initialtillstdndet d ger ett svar som
skiljer sig fran de Gvriga, eftersom vi diar har en annan differens mellan x; och
X9. O

9.3 Kalmanfiltrering

Nar systemet ar observerbart gar det att skatta tillstdndsvektorn genom att studera
insignalen u och utsignalen y. Det vanligaste sittet att gora detta pa ar att filtrera
in- och utsignalen genom ett Kalmanfilter. Vi ska hirleda Kalmanfiltret i tva steg.
Som ett forsta steg ska vi se vad som hander om vi forsoker skatta x genom att helt
enkelt simulera processen.

Tillstandsskattning genom simulering

Forutsattningen for tillstdndsskattningen ar att processen ar kand och given pa
tillstandsform, samt att vi har tillgang till styrsignalen u och matsignalen y. Vi kan
d4 simulera processen pa foljande satt:

£ =A%+ Bu
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9.3 Kalmanfiltrering

a b
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
c d
2 2
1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figur 9.4 Mitsignalen y vid de olika initialtillstanden i figur 9.3

déar £ ar skattningen av tillstaAndsvektorn x. Vi simulerar med andra ord processen
och driver simuleringen med samma styrsignal u som skickas till den verkliga
processen. Fungerar detta? Kommer den skattade tillstindsvektorn £ att konvergera
mot x?

Infor skattningsfelet

K
I
K
|
>

Derivatan av skattningsfelet blir
¥=%—%= Ax+ Bu— A% — Bu = Ax

Om skattningsfelet gdr mot noll avgors med andra ord av matrisen A. Om A har
alla egenvarden i véanstra halvplanet, det vill sdga om processen ar asymptotiskt
stabil, kommer skattningsfelet att g4 mot noll. Hur snabbt felet avtar bestdms av
var i vanstra halvplanet egenvardena ligger.

Att skatta tillstandsvektorn genom att simulera processen fungerar alltsa ibland.
Vid skattningen utnyttjar vi styrsignalen u, men vi utnyttjar inte informationen vi
har i matsignalen y. Motsvarande brist har metoden att skatta tillstind genom att
derivera matsignalen. Om man t.ex. skattar motorns vinkelhastighet i exempel 8.1
genom att derivera vinkelsignalen utnyttjar man inte informationen som finns i
styrsignalen. Kalmanfiltret dr ddremot en metod som utnyttjar bade styrsignalen
och méitsignalen vid skattning av tillstindsvektorn.

Kalmanfiltrering
I Kalmanfiltret skattas tillstandsvektorn pa foljande satt:

A%+ Bu+ L(y—39)
C

K-
I

9.3)

25
I
b33

Jamfort med den enkla simuleringsmetoden har vi nu infort en korrektionsterm,
dar skillnaden mellan den verkliga métsignalen y och den skattade métsignalen 7§
paverkar skattningen.
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Forelasning 9. Kalmanfiltrering

Genom att sla ihop de tva ekvationerna i ekvation (9.3) kan vi skriva Kalman-
filtret som
£=(A—LC)x+Bu+ Ly (9.4)

Héar ser vi tydligt hur Kalmanfiltret drivs av de tva tillgdngliga signalerna u och y.
For Kalmanfiltret avtar rekonstruktionsfelet & pa foljande sétt:

¥=%—%=Ax+ Bu— A% — Bu— LC(x — %)
— (A-LC)z

Kalmanfiltrets egenskaper bestdms nu inte langre enbart av matrisen A, utan
av matrisen A — LC, dar vi sjalva bestimmer vektorn L. Vi kan alltsa sjalva be-
stamma hur snabbt rekonstruktionsfelet & ska avta. Valet dr en kompromiss mellan
snabbhet och kénslighet for storningar och modellfel. Hur forstarkningsvektorn L
kan bestammas visar vi i foljande exempel.

ExEMPEL 9.2—KALMANFILTERING AV PENDELDYNAMIK

I exemplet ska vi fors6ka balansera en inverterad pendel. Regleringen lamnar vi till
nésta forelasning och néjer oss har med att forscka skatta tillstdnden hos processen.
Pendeln som ska regleras visas i figur 9.5.

Vi antar att vi kan méta vinkeln ¢ som alltsa blir var métsignal, det vill sdga y =
. Malet for regleringen &r att balansera pendeln s& att y = ¢ = 0. Referensvardet
kommer darfor genomgéende att vara r = 0. Styrsignalen u &r proportionell mot
kraften som paverkar vagnen. Vi antar for enkelhets skull att u = Z.

Det finns tva krafter som paverkar pendeln. Tyngdkraften vill 6ka vinkeln ¢ och
fa pendeln att ramla nedat. Styrsignalen kan ge pendeln en acceleration i motsatt
riktning och darmed resa upp pendeln igen.

En momentekvation med lampliga normeringar, linjiriseringar och parameterval
ger foljande andra ordningens modell for pendelprocessen:

G=9¢—u

Ett andra ordningens system kriver minst tva tillstdnd for att representeras pa
tillstandsform. Vi valjer vinkeln ¢ och dess derivata ¢ som tillstand:

X1 =@
xQZ(p

f——— =z

Figur 9.5 Pendeln i exempel 9.2
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9.3 Kalmanfiltrering

Detta ger foljande tillstdndsbeskrivning av processen:

01 0
5c=[ ]x+[ ]u:Ax+Bu
10 1

y = [1 0] x=Cx

Ett Kalmanfilter som skattar tillstandsvektorn ges av ekvation (9.4) dar var upp-
gift nu ar att bestdmma vektorn L sa att matrisen A — LC far onskade egenvarden.

Vi far o 1 ; ; L
a-se= (3] (u) (0= (2 o)
1 0 ls 1-1, 0

Egenvardena till matrisen ges av det karaktaristiska polynomet:

s+1; -1

2
=s“4+lis—1+1
-1+, s ! 2

det(sI —(A—LC)) =

Vi kan nu placera de tva polerna godtyckligt genom att valja /1 och [s. Antag t.ex. att
vi vill placera polerna i s = —4 £ 4i. Det ger oss ett onskat karaktaristiskt polynom

(s +4 —4i)(s + 4+ 4i) = s* + 85 + 32
Genom att jamfora de tva polynomen far vi foljande parametrar i Kalmanfiltret:
[1=8 lg =33

Figur 9.6 visar resultatet av ett simuleringsexperiment med Kalmanfiltret. Ini-
tialtillstandet ar ¢(0) = —0.6 och ¢(0) = 0.4. Eftersom processen &r instabil maste
den regleras. Hur pendeln ar reglerad bekymrar vi oss inte om nu, utan aterkommer
till det i nésta foreldsning.

De heldragna kurvorna i figur 9.6 visar de verkliga tillstdnden. Vinkeln bérjar
vid ¢(0) = —0.6, svinger dver at andra sidan till ¢ ~ 0.4 for att slutligen, efter ca
3 sekunder, stabiliseras vid ¢ = 0.

Vinkel ¢
0.4 T
x
02f inlinlik 4
0 ’
\ ’
_02P ’ B
\ 14
\ ’
04 4 B
’
06 I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3
Vinkelhastighet ¢
T
x
-==%
| | |
1.5 2 25 3
tid

Figur 9.6 Verklig och skattad vinkel och vinkelhastighet for pendeln i exempel 9.2
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Forelasning 9. Kalmanfiltrering

De intressanta kurvorna ar de streckade skattningarna. De startar bada i noll.
Efter ca 1.5 sekund har de konvergerat och 6verensstammer vil med de verkliga
tillstanden. O

Exemplet visar att Kalmanfiltret kan skatta tillstindsvektorn. Man kan darfor
inse att det borde ga bra att anvinda de skattade tillstdnden vid tillstandsater-
koppling i stéllet for de verkliga. Det ar dock viktigt att Kalmanfiltret ar tillrackligt
snabbt, eftersom det transienta forloppet som vi ser i figur 9.6 kommer att upprepas
varje gadng processen stors, t.ex. genom att nagon stoter till pendeln. Sambandet mel-
lan Kalmanfiltret och tillstdndsaterkopplingen kommer vi att underséka narmare i
néasta foreldsning.

Slutligen &ar det vart att notera att Kalmanfiltret inte bara &r intressant for
tillstadndsaterkoppling. Metoden att berdkna variabler som inte ar direkt métbara
genom kunskap om processens dynamik och tillgangen till nirliggande méatsigna-
ler ar intressant for manga andra tillampningar, sivil tekniska som biologiska,
medicinska och ekonomiska.

82



Forelasning 10

Utsignalaterkoppling.
Pol/nollstalle-féorkortning

For tva forelasningar sedan gick vi igenom tillstandsaterkoppling och forutsatte
da att vi kunde mita samtliga tillstdnd. Vi bestdmde regulatorparametrar si att
slutna systemets poler placerades lampligt. I foregdende foreldsning introducerade
vi Kalmanfiltret som en metod att skatta tillstandsvektorn, och vi bestamde para-
metrar i filtret s& att Kalmanfiltrets poler placerades lampligt. I denna forelasning
ska vi undersoka vad som hinder nar vi kombinerar tillstdndsaterkopplingen och
Kalmanfiltret.

Forkortning av poler och nollstéllen i 6verforingsfunktioner ar forknippat med
forlust av styrbarhet och observerbarhet. Detta kommer vi att underséka narmare i
den andra delen av forelasningen.

10.1 Utsignalaterkoppling

Vi ska nu koppla ihop tillstandsaterkopplingen och Kalmanfiltret, sa att tillstand-
saterkopplingen sker fran de skattade tillstadnden i stillet for de verkliga. Vi kallar
detta utsignalaterkoppling for att betona att vi nu inte langre aterkopplar fran pro-
cessens tillstand, utan enbart anvander de tre métbara signalerna referensvirdet r,
maétsignalen y och styrsignalen u. Regulatorstrukturen visas i figur 10.1, dar regula-
torn bestar av allt innanfor den streckade linjen. For att gora analysen enklare har
vi valt att inte ta med integraltermen som vi introducerade i forra forelasningen.

Processen beskriver vi som vanligt pa tillstandsform dar vi valt att inte ta med

r u | y
- k, 44 > /\ ! Process

Kalman

=

Figur 10.1 Utsignalaterkoppling. Regulatorn bestar av allt innanfér den streckade linjen.
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Forelasning 10. Utsignalaterkoppling. Pol/nollstdlle-forkortning

direkttermen.
x = Ax+ Bu
y=Cx

Regulatorn blir nu en kombination av Kalmanfiltret och tillstdndsaterkoppling-
en:

&= A%+ Bu+ L(y — )

I
Q
=

y
u=~kr—Kzx

Vi ska nu underscka det slutna systemet och inleder med att gora det i tillstands-
beskrivningen. Det naturligaste hade varit att som tillstandsvektor valja processens
tillstdnd x tillsammans med Kalmanfiltrets tillstdnd %. Av skél som visas senare

ska vi dock inte goéra det, utan viljer att kombinera processens tillstind x med
skattningsfelet £ = x — £. Vi infér med andra ord tillstandsvektorn

Tillstandsekvationerna kan vi nu skriva som

% = Ax+ Bu = Ax+ Bk,r — BK% = Ax + Bk,r — BK(x — %)
= (A— BK)x + BK% + Bk,r
¥=x%—%=Ax+Bu—Ax—Bu—LC(x—%)=(A—-LC)%

Pa matrisform far vi darfor

(- (0 5 () (7)o ) oo

(e ()

Tack vara att vi inférde x och % som tillstdnd har vi nu fatt ett antal nollor
i matriserna A,, B, och C,. Det kommer vi att ha stor nytta av nir vi nu ska
undersiéka det slutna systemet.

Pa grund av att matrisen A, ar blocktriangular ges dess karaktéristiska polynom
av

(10.1)

det(sI — A,) = det(s] — (A — BK)) - det(sI — (A — LC))

Detta ar ett bra resultat. Det visar att det karaktéaristiska polynomet bestar av pro-
dukten av det karaktaristiska polynom vi fick nir vi gjorde tillstdndsaterkoppling
fran de verkliga tillstdnden och Kalmanfiltrets karaktéaristiska polynom. Det betyder
i sin tur att man kan dela upp reglerproblemet i tva delar, precis som vi gjort i de
foregadende forelasningarna. Man kan forst bestamma tillstandsaterkopplingen och
placera dess poler som om man verkligen kunde méata samtliga tillstand. Darefter
kan man bestdamma Kalmanfiltret och placera dess poler. Nar man sedan kopp-
lar ihop tillstandsaterkopplingen med Kalmanfiltret sa att man far en realiserbar
utsignalaterkoppling kommer polerna att ligga kvar dar man placerat dem.
Lat oss nu riakna ut overforingsfunktionen mellan r och y. Den ges av

F

(30 ) ()

o~ cuer-arn = (e o) (7]

dar

84



10.1 Utsignaldterkoppling

Genom att multiplicera bada sidor med (sI — A,) far vi

()0 20 (0

(sI — (A— BK))E — BKF
[ (sI — (A—LC))F ]

Den nedre delen av ekvationssystemet ger att F' = 0. Detta innebér i sin tur att
E = (sI — (A— BK)) " Bk,
vilket slutligen ger éverforingsfunktionen
G.(s) = C(sI — (A — BK)) Bk,

Detta ér ett anmérkningsvirt resultat. Overforingsfunktionen ar identisk med
overforingsfunktionen vi fick nar vi aterkopplade fran de verkliga tillstanden. Kal-
manfiltrets dynamik syns inte i 6verforingsfunktionen. Karaktéristiska polynomet
for matrisen A, ar av ordningen 2n, medan overforingsfunktionen bara ar av ord-
ningen n.

I pendelexemplet vid foregadende forelasning sag vi hur de skattade tillstinden
efter nagra sekunders transient konvergerade mot de verkliga. Efter denna transient
ar det naturligtvis ingen skillnad mellan att aterkoppla fran de skattade eller de
verkliga tillstanden, s& lange ingen storning far tillstadnden att avvika fran varandra
igen. Det ar detta som &Ar anledningen till att 6verfoéringsfunktionen inte visar
Kalmanfiltrets dynamik.

En rn’te ordningens Gverforingsfunktion kan alltid beskrivas pa tillstandsform
med n tillstdnd som ar bade styrbara och observerbara. Man kan mycket vil infora
fler tillstdnd, men dessa tillstdnd kan inte vara bade styrbara och observerbara.
Det ar till exempel fullt tillatet att infora ett tillstdnd som inte alls har med den
aktuella processen att gora. Detta tillstdnd kommer da varken att vara styrbart
eller observerbart.

Om man som i vart fall far ett lagre gradtal hos overforingsfunktionen 4n man
hade pa tillstdndsformen betyder det att det finns tillstdnd som inte ar styrbara
eller observerbara. I vart fall ar det Kalmanfiltrets tillstand som inte &ar styrbara.
Det kan vi se om vi bildar styrbarhetsmatrisen for systemet (10.1).

) Bk, (A—BK)Bk, ---
W, = ( B, A,B, A" 1B, ] _
0 0
Eftersom de sista n elementen i kolonnerna &r noll kommer vi enbart att ha »n lin-
jart oberoende kolonner och de icke styrbara tillstdnden svarar mot Kalmanfiltrets
tillstand. Att Kalmanfiltrets tillstdnd inte ar styrbara kan vi direkt se i tillstands-
beskrivningen (10.1) eftersom dess ekvation ges av

i=(A-LC)x

Vi kan uppenbarligen inte paverka skattningarna med insignalen till det slutna
systemet, det vill sdga referensvardet r.

Sammanfattning

Vi har nu gatt igenom en metod for att bestamma en regulator, tillstandsater-
koppling kombinerat med Kalmanfiltrering. Analysen har visat att vi kan dela upp
problemet i tva delar.

Den forsta delen bestar i att skatta tillstdndsvektorn med ett Kalmanfilter.
Kalmanfiltrets egenskaper bestams av forstarkningsvektorn L. Valet av denna, det
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Forelasning 10. Utsignalaterkoppling. Pol/nollstdlle-forkortning

vill sdga valet av Kalmanfiltrets poler, dr som vanligt en avvagning mellan kravet pa
prestanda och kravet p& robusthet och okénslighet for modellfel, processvariationer
och storningar.

Den andra delen bestar av tillstdndsaterkopplingen. Har har analysen visat
att vi kan behandla problemet som om vi har tillgdng till de verkliga tillstdnden.
Aterkopplingsvektorn K bestimmer var slutna systemets poler placeras. Aven hir
bestar valet av en kompromiss mellan prestanda och robusthet. For att skillnaden
mellan aterkoppling fran verkliga och skattade tillstand inte ska bli alltfor stor
brukar man valja K s att tillstdndsaterkopplingens poler blir minst en faktor
tva langsammare a4n Kalmanfiltrets poler. Detta ar dock inget krav och det finns
undantag fran tumregeln.

Vi avslutar med att fullfélja pendelexemplet som vi paborjade forra forelasningen.

ExEMPEL 10.1—REGLERING AV INVERTERAD PENDEL
I exempel 9.2 och i figur 9.5 beskrev vi den inverterade pendeln och bestamde ett
Kalmanfilter som skattar de tvéa tillstdnden

X1 =@

X9 = (p
i foljande tillstdndsbeskrivning av processen:

= [0 Mar [ %] uzaxes

y = [1 0] x=Cx

Vi antar nu till en bérjan att vi kan méta tillstdnden och infor tillstandsaterkopp-
lingen
u=—Kx

Eftersom referensvirdet alltid kommer att vara r = 0 finns det ingen anledning att
ta med termen %,r i regulatorn. Vi bryr oss inte heller om att infora integralverkan
i regulatorn. Det slutna systemet blir

%= (A—BK)x
y=Cx

wem= (0) (5 (0 )= (12 0

Egenvardena till matrisen ges av det karaktaristiska polynomet:

dar

-1

s =s®—kos—1—F
—1—k1 S—kg - 2 !

det(sT — (A — BK)) = ’

Vi kan nu placera de tva polerna godtyckligt genom att vélja k; och k5. I exempel
9.2 placerades Kalmanfiltrets poler i s = —4 + 4i. Det &r rimligt att valja tillstand-
saterkopplingens poler langsammare. Vi véljer tva poler som ligger halften sa langt
bort fran origo, det vill sdga i s = —2 + 2i. Det ger oss det 6nskade karaktaristiska
polynomet

(s+2—2i)(s+2+2i) =s®+4s+8

Genom att jamfora de tva polynomen far vi foljande regulatorparametrar:

k1 =-9 ko =—4
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10.1 Utsignaldterkoppling

Vinkel ¢
0.2 T
0
_0.2}F i
-0.4r B
0.6 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Vinkelhastighet ¢
1 T
0.5 i
0
05 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Styrsignal u
2 T T T
0 /\
ot B

4 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

tid

Figur 10.2 Tillstandsaterkoppling fran verkliga tillstand i exempel 10.1

Vinkel ¢
0.5 T T T
’ g jf
-==3
0 2
\ ’
. ol
-0.5¢ - B
1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Vinkelhastighet ¢

Styrsignal u

5} i

1 1 1 1 1

0 0.5 1 1.5 2 25 3
tid

Figur 10.3 Tillstandsaterkoppling fran de skattade tillstdnden i exempel 10.1

I figur 10.2 visas resultatet av ett simuleringsexperiment dar vi aterkopplar
fran de verkliga tillstdnden med dessa regulatorparametrar. I figuren visas hur
regulatorn reser upp pendeln fran initialtillstandet ¢ = —0.6, ¢ = 0.4 till det
onskade tillstandet ¢ = ¢ = 0.

Figur 10.3 visar resultatet da vi i stéllet aterkopplar fran de skattade tillstan-
den som vi tog fram via Kalmanfiltrering i exempel 9.2. Figuren visar tydligt hur
regleringen blir forsdmrad i inledningsskedet pa grund av att Kalmanfiltret i borjan
har en dalig skattning av tillstdnden. O
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Forelasning 10. Utsignalaterkoppling. Pol/nollstdlle-forkortning

10.2 Forkortning av poler och nollstéillen

I samband med tillstdndsaterkopplingen och Kalmanfiltreringen har vi diskuterat
styrbarhet och observerbarhet. Vi har sett att férlust av styrbarhet och observerbar-
het hianger samman med forkortning av poler och nollstéllen i 6verforingsfunktionen,
sa att overforingsfunktionen far en ldgre ordning &n dimensionen pa A-matrisen i
tillstdndsbeskrivningen.

Vi har tidigare podngterat att styrbarhet och observerbarhet hos sjilva processen
normalt inte 4r nagot problem, eftersom man normalt bygger processen péa ett sddant
satt att man kan styra och mata det man vill styra och méta.

Daremot ar insikten om sambandet mellan forkortning av poler och nollstallen
och forlust av styrbarhet och observerbarhet viktig. Det ar ndmligen inte ovanligt
att man forlorar styrbarhet och observerbarhet genom att via regulatorn forkorta
bort dynamik i systemet. Vi ska illustrera problemet genom ett enkelt och mycket
vanligt exempel.

Antag att processen som ska regleras beskrivs av den enkla forsta ordningens
modellen

Gr(s) = 1+4+sT

och att regulatorn ar en PI-regulator med overforingsfunktionen

1 1+sT;
G =K|(1+— K
W) =K (14 )=k
dar K ar regulatorforstarkningen och 7; ar regulatorns integraltid. Systemet illu-
streras i figur 10.4.
Maéanga valkanda installningsmetoder for PI-regulatorer bygger pa att man véljer
integraltiden lika med processens (langsammaste) tidskonstant, det vill sdga

T,=T

I figur 10.4 ser vi att detta innebar att nollstéllet i regulatorn forkortas med proces-
sens pol. Systemet kan darfor forenklat beskrivas som i figur 10.5, dar kretsoverfo-
ringsfunktionen blir

14sT 1 K

sT  1+sT sT

Go(s) = Gr(s)Gp(s) = K

Vi har nu fatt en forsta ordningens kretséverforingsfunktion. Slutna systemets
overforingsfunktion mellan r och y blir

_ _Gos) _ K
Gls) = 1+0Go(s) - K+sT

Detta forsta ordningens system kan man nu goéra godtyckligt snabbt genom att vélja
K sa att polen

sT; 1+sT

Figur 10.4 Den enkla reglerkretsen
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10.2 Férkortning av poler och nollstillen

Figur 10.5 Den enkla reglerkretsen i figur 10.4 efter forkortning

placeras lampligt.

I figur 10.6 visas resultatet av en simulering dir processen har tidskonstanten
T = 10, vilket leder till att 7; = T = 10. Regulatorns forstarkning &ar vald till
K = 10, vilket innebéar att slutna systemet far tidskonstanten 75 = 1, det vill séga
10 ganger snabbare 4n det 6ppna systemet.

Sa langt verkar allt fungera bra, men det faktum att vi forkortat poler och
nollstédllen bor gora oss misstdnksamma. Det betyder att har finns tillstdnd som
inte ar styrbara eller observerbara.

Lat oss nu studera problemet i figur 10.7 dar vi dven tagit med laststérningar i
systemet. Vi har nu tva insignaler, referensvardet r och laststorningen /. Det leder
till foljande overforingsfunktioner.

Y(s) = Gp(s) (L(s) + Gr(s)(R(s) — Y (s)))

_ GP(S)GR(S) s GP(S) s

= 176,000 2 T 116 m6ae) -
sT

K +sTR(S) * (1+sT)(K +sT)

L(s)

Har ser vi nu att overforingsfunktionen fran [ till y 4r av andra ordningen och att den
ursprungliga processpolen dyker upp i denna overféringsfunktion. Tillstdndet som
svarar mot denna langsamma pol hade vi genom forkortningen gjort icke styrbart

Mitsignal y
T T

Styrsignal u

Figur 10.6 Svaret pa en stegéndring i r. Slutna systemets tidskonstant ar 7Ts = 1.
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Forelasning 10. Utsignalaterkoppling. Pol/nollstdlle-forkortning

Figur 10.7 Den enkla reglerkretsen med bade referensvéarde r och laststérning /

fran r, vilket alltsa innebar att vi inte exciterade det vid dndringar i r. Tillstandet
ar dock observerbart och kommer att visa sig varje gang lasten dndras.

I figur 10.8 visas resultatet av en stegdndring i referensvardet foljt av en stegind-
ring i lasten. Observera att vi har har andra skalor &n i figur 10.6. Figuren visar att
svaret pa laststorningen blir mycket langsamt beroende pa att vi har har kvar den
Oppna polen svarande mot tidskonstanten 7' = 10. Notera att styrsignalen enbart
reagerar for den snabba tidskonstanten men ligger konstant under den langsamma
insvangningen.

Detta exempel visar att det kan vara farligt att férkorta poler och nollstéllen.
Forkortningen kan leda till enkla berdkningar och bra egenskaper vad géaller vari-
ationer i vissa signaler. Eftersom forkortningen innebéar att det finns tillstdnd som
inte ar styrbara eller observerbara, kan metoden leda till obehagliga 6verraskning-
ar vid variationer i andra signaler. Detta géaller framfor allt d& langsam dynamik
forkortas.

Slutsatsen ar att det ar séakrast att placera samtliga poler i 6verforingsfunktionen
pa lampliga stillen utan att forkorta bort dem mot nollstéllen.

Matsignal y
T T

Styrsignal u
12 T T

20 25 30 35 40 45 50
tid

Figur 10.8 Svaret pa en stegéndring i r vid ¢ = 0 f6ljt av en stegéndring i [ vid tiden ¢ = 10
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Forelasning 11

Kompensering i
frekvensplanet

Vi ska nu 6verga till att bestamma regulatorer i frekvensplanet med hjilp av Bodedi-
agrammet. Forst gar vi igenom hur man kan bestamma slutna systemets egenskaper
genom att ange specifikationer pa det 6ppna systemets Bodediagram. Darefter gar
vi igenom tva typer av kompenseringsldnkar, en som paverkar systemets lagfre-
kvensegenskaper och stationdra fel och en som paverkar systemets snabbhet och
robusthet.

11.1 Specifikationer i Bodediagrammet

I figur 11.1 visas blockschemat for en enkel reglerkrets med kretsoverforingsfunk-
tionen Gy. Kretsoverforingsfunktionen bestir av processen Gp och regulatorn Gg,
s att Gg = GrGp. Slutna systemets 6verforingsfunktion ges av

__Gols)
Gls) = 1 +0Go(s)

Eftersom man vill att méatsignalen ska folja referensvardet, det vill saga att y = r,
ar den ideala gverforingsfunktionen for det slutna systemet G(s) = 1. Detta kan
man i praktiken inte uppnd, men genom att ha en hog kretsforstirkning |Gy (iw)|
for laga frekvenser kan man astadkomma G(iw) ~ 1 for laga frekvenser. I figur
11.2 visas ett typiskt Bodediagram for en éverforingsfunktion for ett slutet system.
|G(iw)| =~ 1 for 1aga frekvenser, 6kar i ett visst frekvensomrade, och avtar darefter
snabbt.

Som matt pa slutna systemets snabbhet brukar man anvinda bandbredden w,
som definieras som den frekvens dar |G(iws)| = 1/V/2, se figur 11.2.

I figur 11.3 visas Bodediagrammet for kretsoverforingsfunktionen G,. Utseen-
det ar typiskt for manga kretsoverforingsfunktioner. P4 grund av integralverkan
ar forstarkningen hog vid laga frekvenser. Efterhand som frekvensen 6kar blir for-
starkningen mindre och mindre samtidigt som fasvridningen ¢kar.

Trots att det ar det slutna systemets egenskaper vi ar intresserade av kan vi
ange specifikationer for det oppna systemet. Det ar t.ex. antalet integratorer i Gy

Figur 11.1 Den enkla reglerkretsen med kretsoverforingsfunktionen Go(s)
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Forstarkning

-250

Frekvens [rad/s]

Figur 11.2 Bodediagram for det slutna systemet dar bandbredden wj; anvdnds som matt pa
systemets snabbhet

Forstarkning

100
8 -150

-200

-250
10

Frekvens [rad/s]

Figur 11.3 Bodediagram for det 6ppna systemet déar skarfrekvensen w, anvinds som matt pa
slutna systemets snabbhet och fasmarginalen ¢,, som méatt pa slutna systemets robusthet

som avgor hur snabba referensviardesdndringar man kan folja utan kvarstaende
stationdra reglerfel. Det ar ocksa forstarkningen vid ldga frekvenser som avgor
hur stora de stationira icke-forsvinnande reglerfelen blir. Detta gick vi igenom i
Foreldsning 7.

Snabbheten hos det slutna systemet &r relaterad till hur hogt upp i frekvens det
Ooppna systemet har en relativt hog forstarkning. Det finns manga tankbara val av
specifikationer for snabbheten. Vi viljer har skarfrekvensen w., det vill sdga den
frekvens dér forstarkningskurvan skar linjen |Go(iw)| = 1.

Vi har tidigare definierat flera matt for det 6ppna systemet som beskriver robust-
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heten hos det slutna systemet, t.ex. forstarkningsmarginalen A,,, fasmarginalen ¢,,
och den maximala kédnslighetsfunktionen M. Alla dessa matt anger pa nigot satt
Nyquistkurvans avstand till den kritiska punkten —1. Vi véljer har att anvianda
fasmarginalen som robusthetsmaétt.

Genom att avlasa lagfrekvensforstarkningen, skarfrekvensen w. och fasmargi-
nalen ¢, for det 6ppna systemet Gy kan vi se vilka egenskaper det slutna systemet
har. Om vi inte ar nojda med dessa egenskaper kan vi modifiera Bodediagrammet
genom kompensering.

11.2 Kompensering

I figur 11.4 visas blockschemat for den enkla reglerkretsen, diar nu den ursprungliga
kretsoverforingsfunktionen Gy(s) kompenserats med en kompenseringslank Gg(s)
sa att vi far en ny kretsoverforingsfunktion

Gy’ (s) = Gk(s)Go(s)

Denna kompenseringslank kan anvédndas for att fa den nya kretsoverféringsfunktio-
nen Gy’ (s) att uppfylla specifikationer pa det 6ppna systemet. Eftersom

log |Gy’ (iw)| = log |G (iw)| + log |Go(iw)|
arg Gy’ (iw) = arg Gk (iw) + arg Go(iw)

kan vi i Bodediagrammet enkelt bestimma kompenseringsldnken Gg(s) som diffe-
rensen mellan den 6nskade kretsoverforingsfunktionen Gy’ (s) och den ursprungliga
kretsoverforingsfunktionen Gy(s).

I figur 11.5 visas forstarkningskurvor for tva exempel pa kompensering. De tva
vanstra kurvorna visar ett fall dar den ursprungliga kretsoverforingsfunktionen
Go har bra hogfrekvensegenskaper, men dar forstarkningen vid laga frekvenser
ar for lag. Kompenseringslianken Gx har darfor en forstirkning som &ar hog for
laga frekvenser, men ett for hoga. De tva hogra figurerna visar ett fall dar den
ursprungliga kretsoverforingsfunktionen Gy har bra lagfrekvensegenskaper, men
diar man vill gora det slutna systemet snabbare genom att oka skarfrekvensen.
Kompenseringslanken Gg har darfor en forstarkning som ar ett for laga frekvenser,
men hogre for hogre frekvenser.

Vi har nu sett hur man enkelt kan fa fram Bodediagrammet for kompenserings-
lanken genom att bilda differensen mellan den énskade och den ursprungliga kretso-
verforingsfunktionen. For att kunna implementera kompenseringslanken maste den
dock parametriseras, det vill siga man maste hitta en 6verforingsfunktion som sva-
rar mot Bodediagrammet for kompenseringslanken. I de kommande avsnitten ska
vi visa exempel p& hur man kan gora detta.

Figur 11.4 Den enkla reglerkretsen med en kompenseringsliank Gk (s)
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Go (—) och Gy’ (- - -) Go (—) och Gy’ (- --)

Forstarkning
Forstarkning

GK GK

Forstarkning
Forstarkning

0 -2 -1

1072 10 10 10° 10
Frekvens [rad/s] Frekvens [rad/s]

Figur 11.5 Tva exempel pa kompensering. De véanstra figurerna visar kompensering som héjer
lagfrekvensforstiarkningen. De hogra figurerna visar kompensering som héjer hogfrekvensfor-
starkningen och darmed okar skiarfrekvensen. Kompenseringslanken Ggx ges av differensen
mellan Ggy och Gy

11.3 Fasretarderande kompensering

Vi borjar med att studera Bodediagrammet for en kompenseringslank med overfo-
ringsfunktionen

s+a 1+s/a

= M>1
s+a/M 1+sM/a >

GK(S) =

Bodediagrammet for Gg visas i figur 11.6. Forstarkningskurvan har lagfrekvensa-
symptoten Gx(0) = M och hogfrekvensasymptoten Gg(s) — 1, s — co. Kompen-
seringsldanken har en pol som gor att Bodediagrammet bryter ner vid frekvensen
w = a/M och ett nollstille som gor att Bodediagrammet bryter upp igen vid w = a.

Den fasretarderande lidnken har samma utseende som den vinstra kompense-
ringsldanken i figur 11.5. Den har egenskapen att den hojer forstarkningen vid laga
frekvenser och anvinds darfor for att minska stationéra fel. Sitt namn har den fatt
for att den minskar fasen. Detta ar naturligtvis en negativ egenskap.

Den fasretarderande lianken har tva parametrar som ska bestammas, lagfre-
kvensforstarkningen M och brytfrekvensen a. Parametrarna bestdms pa foljande
satt:

M : Forstarkningen M ges av specifikationerna pa hur mycket vi vill minska det
stationéra felet. Om den ursprungliga kretsoverforingsfunktionen Gy innehél-
ler minst en integrator kan man visa att det stationira felet minskar precis
en faktor M.

a : Brytfrekvensen a bestdmmer vid vilken frekvens forstarkningen i kompense-
ringslanken ska brytas ner fran M till ett. En vanlig metod ar att vélja a
sa att den negativa fasvridningen inte paverkar fasmarginalen alltfor mycket.
Tumregeln

a=0.1w,

94



11.3 Fasretarderande kompensering

Forstarkning

-60 1 1
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Figur 11.6 Bodediagrammet for den fasretarderande lédnken. I exemplet &r M = 10 och a = 1.

garanterar att fasmarginalen minskar hogst 6°, under forutsattning att w,
inte dndras. Detta kan man se genom att studera argumentet for Gg (iw.):

w M
arg Gk (iw.) = arctan — — arctan 2 Ye _ arctan 10 — arctan 10M
a a

> arctan 10 — 90° > —6°

Specialfall Lat oss undersoka vad som hinder d4& M — oco. D4 blir kompense-

ringslanken
s+a s+a a

s+a/M_) s _1+§’ M = co
Detta ar ekvationen for en Pl-regulator. Att valja M — oo ar detsamma som att
krava att det kvarstdende reglerfelet ska elimineras. Detta kréaver ju att ytterligare
en integrator infors i reglerkretsen.

I manga sammanhang kan man vélja att inféra si ménga integratorer att de
intressanta stationéra felen forsvinner i stillet for att bestimma ett dndligt véarde
pa forstarkningen M i ett fasretarderande filter.

GK(S) =

ExEmMPEL 11.1—MINSKNING AV STATIONART FEL
En elektrisk motor kan beskrivas med overforingsfunktionen

100

@) = 5+ 10)

mellan motorns insignal som &r strommen in till motorn, och motorns utsignal
som ar motorns vinkel ¢. Ursprungligen dr motorn aterkopplad enkelt som i figur
11.1, det vill sdga Gy = Gp. Detta ger en snabbhet (skdrfrekvens) och en robusthet
(fasmarginal) som éar tillfredsstillande. Eftersom Gy innehéller en integrator kan
man folja stegidndringar i referensvirdet utan kvarstidende reglerfel. Vid ramp-
andringar i referensviardet far man dock ett kvarstdende reglerfel som man vill
minska en faktor 10.

Bodediagrammet for motorn visas i figur 11.7. Bodediagrammet har lutningen
—1 for laga frekvenser och fasvridningen —90°. Vid brytfrekvensen w = 10 bryter
forstarkningskurvan ner s att lutningen blir —2 och fasvridningen gar mot —180°.
Vi kan ocksa se att skiarfrekvensen ar w. ~ 8 och att fasmarginalen ar ¢,, ~ 50°.
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Figur 11.7 Bodediagrammet for motorn i exempel 11.1
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Figur 11.8 Bodediagrammen for Gy (—) och Ggy (- - -) i exempel 11.1

Eftersom vi vill minska det stationdra felet en faktor 10 och Gy(s) innehéller
en integrator viljer vi M = 10. For att undvika att fasmarginalen #ndras alltfor
mycket véljer vi brytfrekvensen a = 0.1w. = 0.8. Det ger oss kompenseringslanken

Gr(s) = s+a  s+0.38
K s+a/M  s+0.08

I figur 11.8 visas Bodediagrammet for det kompenserade systemet G;”. Lag-
frekvensforstarkningen har okat en faktor 10 som vi ville, samtidigt som vi inte
namnvart dndrat egenskaperna vid och 6ver skarfrekvensen.

I figur 11.9 visas slutligen svaren p& rampéandringar i systemet. For tydlighets
skull visas reglerfelet i stillet for sjalva svaret. Figuren visar reglerfelen for nagra
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Figur 11.9 Reglerfelet vid rampéndring i referensvirdet for olika val av a i exempel 11.1

olika val av brytfrekvensen a. Fallet a = 0 svarar mot fallet Gx = 1, det vill séga
regleringen utan nigon kompensering. I figuren framgar det tydligt att valet av
a ar en kompromiss mellan prestanda och robusthet. Om a viljs liten far vi ett
robust men langsamt svar, medan ett stort virde pa a ger en snabb insvingning
mot det stationdra vardet, men med kraftiga oversldngar. I det senare fallet har
fasmarginalen minskat visentligt. Figuren visar att valet ¢ = 0.1w. = 0.8 ar rimligt,
eventuellt lite konservativt. O

11.4 Fasavancerande kompensering

Vi overgar nu till att studera Bodediagrammet for en annan kompenseringslank
med overforingsfunktionen

s+b 1+s/b

Grls) = KaN =0 = Ky 7o)

N>1

Bodediagrammet for G (s) visas i figur 11.10. Lagfrekvensasymptoten ar Gg(0) =
K och hogfrekvensasymptoten Gk (s) — Kx N, s — co. Det finns ett nollstille som
gor att Bodediagrammet bryter upp vid frekvensen w = b och en pol som gér att
Bodediagrammet bryter ner igen vid w = bN.

Den fasavancerande lanken har samma utseende som den hégra kompenserings-
lanken i figur 11.5. Den har egenskapen att den kan héja forstarkningen vid hoga
frekvenser samtidigt som den okar fasvridningen. Det innebéar att denna lank kan
anvandas bade for att 6ka snabbheten (skirfrekvensen) och robustheten (fasmargi-
nalen).

Den fasavancerande lidnken har tre parametrar som ska bestimmas, Kg, N
och b. For den fasretarderande lanken valde vi parametrar si att den negativa
fasvridningen inte skulle paverka fasmarginalen. Nu gor vi tvart om och ser till att
toppen pa den positiva faskurvan hamnar precis vid skarfrekvensen.

Kompenseringslianken G har sin topp i faskurvan vid frekvensen som ges av det
geometriska medelvirdet av brytfrekvenserna b och bN, det vill sidga vid w = bv/N.

97



Forelasning 11. Kompensering i frekvensplanet

Forstarkning

Frekvens [rad/s]

Figur 11.10 Bodediagrammet for den fasavancerande lénken. I exemplet &r Kx = 1, N = 10
och 5 =0.1.

Vid denna frekvens giller att

Gk (ibVN)| = Kk VN
arg Gg (ibV'N) = arctan(v'N) — arctan(1/VN)

Parametrarna i kompenseringslanken bestams i foljande fyra steg:

1. Forsta steget dr att man specificerar den 6nskade skirfrekvensen w. och den

onskade fasmarginalen ¢,,.

2. Parametern N bestdmmer hur stor toppen pa kompenseringslankens faskurva
ar. Ju storre N ar desto storre blir fasokningen. I figur 11.11 visas sambandet
mellan N och fasékningen Ag. Den fasékning som behovs vid den énskade

skarfrekvensen w, ar

Ap = ¢ — (180° + arg Go(iw.))

3. Nasta steg ar att se till att faskurvans topp verkligen hamnar vid w.. Eftersom
faskurvans topp ligger vid frekvensen b/ N, innebar det att vi ska vilja b sa

att

b\/ﬁ=wc

4. Det sista steget ar att bestamma parametern K sa att frekvensen w,. verkli-

gen blir skarfrekvensen, det vill sdga sa att
|Gk (iwe)| - |Go(iwe)| = 1
Har kan det vara bra att veta att

|Gk (iwe)| = |Gk (VN)| = Kx VN
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60

50 .

Figur 11.11 Sambandet mellan parametern N och den 6nskade fasékningen A¢ i den fasavan-
cerande kompenseringslanken.

Specialfall Lat oss undersoka vad som hiander d& N — oo. D& blir kompense-
ringslanken

1+s/b

Ol = o)

—>KK(1+%), N -

Detta ar ekvationen for en PD-regulator.

ExEMPEL 11.2—OKAD SNABBHET MED BIBEHALLEN ROBUSTHET
Vi betraktar samma motor som i foregdende exempel med 6verforingsfunktionen

100

Gr(s) = s(s + 10)

Ursprungligen ar motorn aterkopplad enkelt som i figur 11.1, det vill saga Gy = Gp.
Denna géngen ska vi inte paverka de stationéra egenskaperna, utan i stillet gora
motorn dubbelt s& snabb med bibehéallna robusthetsegenskaper. Méalet 4r med andra
ord att fordubbla skarfrekvensen med bibehallen fasmarginal.

I figur 11.7 ser vi att den ursprungliga skarfrekvensen ar 8 och den ursprungliga
fasmarginalen 50°. Vi bestimmer nu parametrarna i den fasavancerande kompen-
seringsldnken enligt de fyra stegen ovan.

1. Eftersom specifikationen var att fordubbla skérfrekvensen med bibehéallen
fasmarginal far vi w, =2 -8 = 16 och ¢,, = 50°.

2. Vid frekvensen w. = 16 ser vi i Bodediagrammet att processen har argumentet
argGo(i - 16) ~ —150°. Det betyder att vi behover en fasokning pad Agp =
@m — (180° — 150°) = 20°. I figur 11.11 ser vi att detta ger N = 2.

3. Nasta steg ar att vilja b sa att fastoppen hamnar vid w.. Ur ekvationen
bVN = w, = 16 far vi b = 16//2 ~ 11.

4. Slutligen bestammer vi Kx sa att w. = 16 verkligen blir skarfrekvensen. I
Bodediagrammet ser vi att |Go(iw.)| ~ 0.35. Eftersom

|Gk (iwe)| - |Go(iwe)| ~ KxkVN -0.35 =1

far vi Kg ~ 2
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Kompensering i frekvensplanet
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Figur 11.12 Bodediagrammen for Gy (—) och G(")y (- - -) i exempel 11.2
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Figur 11.13 Svaret pa en stegidndring i referensviardet for det okompenserade systemet (—)

tid

och for det kompenserade systemet (- - -) i exempel 11.2

Den fasavancerande kompenseringslanken blir darfor

I figur 11.12 visas Bodediagrammet for det kompenserade systemet G;”. Skir-
frekvensen har flyttats till w. = 16 med bibehallen fasmarginal, som vi ville. I figur
11.13 visas slutligen svaren pa stegéndringar i referensvirdet. Figuren visar att vi
lyckats gora systemet dubbelt sa snabbt utan att 6verslangen blivit storre.

100

s+b

s+ 11

GK(S) = KKN

s+bN  s+22




Forelasning 12
PID-reglering

I denna forelasning ska vi forst undersoka PID-regulatorns Bodediagram och fran
det dra slutsatser om PID-regulatorns funktion och instéllning. Darefter gar vi
igenom nagra enkla tumregler for att stdlla in PID-regulatorer. I den andra delen
av forelasningen diskuteras forst bérvardeshantering och nollstallen. Darefter gar vi
igenom nagra tillagg till PID-regulatorn som behover goras for att fa den praktiskt
anvandbar.

12.1 PID-regulatorns Bodediagram

I foregédende foreldsning sag vi att man kan anvinda 6ppna systemets Bodediagram
for att bestimma kompenseringsldnkar som ger slutna systemet onskade egenska-
per. Vi ska anvinda samma metodik for att undersoka PID-regulatorns funktion
och parametrarnas betydelse. For att gora det ska vi rita Bodediagrammet for PID-
regulatorn. For enkelhets skull véiljer vi att rita Bodediagrammet for en speciell
parametrisering av PID-regulatorn, ndmligen serieformen.

Serieformen av PID-regulatorn
Hittills har vi antagit att PID-regulatorn beskrivs av ekvationen

1 de
=K — t)dt + Tg—
u <e+T,«fe()d+ddt>
med overforingsfunktionen
1
GR(S) = K(l + S_TL +8Td>

Denna form kallas parallellformen, eftersom reglerfelet e behandlas parallellt i P, I
och D-delen. En lika vanlig form i industriella produkter har i stallet 6verforings-
funktionen
1
(s) =K' (1 + s_Tl’) (1+sTy)
Denna form kallas for serieformen, eftersom den kan beskrivas som en seriekoppling

av en PI- och en PD-regulator. Det &r inte sa stor skillnad mellan dessa tva former
som man skulle kunna tro. Om vi multiplicerar ihop faktorerna i serieformen

1 T’ 1
G;B(S) = K/<1+ ﬁ)(l +ST&) = K/<1+ Td, + ﬁ +ST(;>

ser vi att regulatorn fortfarande bestar av en P-del, en I-del och en D-del. Den
enda skillnaden mellan de tva formerna ar att parametrarna betyder olika saker.
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Sambanden ges av foljande ekvationer:

T/ + T} K AT,
K=K>"_-¢ K=="|1+1-
T/ o (*7F T;
T, 4T,
T, =T + T, T;_E‘ 144/1— T
T T, 4T,
Ty = -4 T)=—"11—4/1—
T T L T,

Om man samtidigt som man byter regulator fran en form till en annan 6versatter
regulatorparametrarna pa detta satt blir funktionerna hos regulatorerna identiska.

Man kan gora tva intressanta iakttagelser vad géller strukturerna. Den forsta
ar att de tva representationerna ar identiska da regulatorerna anvéinds som P-, PI-
eller PD-regulatorer. Det ar bara d& alla tre termerna anviands som det ar skillnad
mellan parametrarna i serie- och parallellformen.

Den andra iakttagelsen ar att parallellformen ar mer generell 4n serieformen. Vi
kan alltid oversatta en regulator pa serieform till parallellform, men vi kan endast
ga fran parallellformen till serieformen da

T; > 4Tq

Vi kan se detta om vi jamfor overforingsfunktionerna. PID-regulatorn har en pol i
origo och tva nollstédllen. I parallellformen kan de tva nollstdllena vara komplexa,
medan serieformen enbart tillater reella nollstéllen.

Nar PID-regulatorerna byggdes med pneumatisk teknik pa 30- och 40-talet blev
de av praktiska skil gjorda pa serieformen. Anledningen till att det fortfarande
finns s4 manga regulatorer pa serieformen &r att regulatortillverkare velat behalla
funktionen hos regulatorerna efterhand som man under aren bytt teknik.

PID-regulatorns Bodediagram

Vi ska nu studera Bodediagrammet for PID-regulatorn och véaljer att gora det for
serieformen. Dels &r denna form lattare att rita eftersom den enbart har reella
nollstéllen, dels ar tolkningen av regulatorparametrarna tydligare for serieformen.
De slutsatser vi drar kommer dock aven att géilla for parallellformen.
Overforingsfunktionen for G, kan skrivas om pa foljande sitt:

!
Gr(s) =K <1 + s_;’> (1+sTy) = S%(l +sT!)(1 + sTy)
12 12

Bodediagrammets lagfrekvensasymptot ar K'/(sT}) och dess hogfrekvensasymp-
tot &r K'Tjs. Det finns tva brytpunkter i Bodediagrammet. Om vi forutsitter att
T) > T, s& kommer den forsta brytpunkten vid w = 1/7} och den andra vid
w = 1/T). Bada brytpunkterna kommer fran nollstéillen, varfor Bodediagrammet
bryter upp vid dem.

Bodediagrammet for PID-regulatorn visas i figur 12.1. I Bodediagrammet ser
man tydligt vilka funktioner de tre parametrarna har. Férstarkningen K’ bestammer
nivan pé forstarkningskurvan och integral- och derivatatiderna 7} och T, bestimmer
de tva brytpunkterna. Vi ska utnyttja Bodediagrammet for att undersoka PID-
parametrarnas betydelse for slutna systemets egenskaper narmare.

PID-regulatorns parametrar

I figur 12.2 visas hur Bodediagrammet forandras da de tre regulatorparametrarna
varierar. Vi ska nu undersoka hur dessa variationer paverkar slutna systemets
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12.1 PID-regulatorns Bodediagram

j=2}
£
=4
< N <4
ol N (4
‘é ~ N 7 ’
h ~ P

~ 7’

100 L K/ Ve o = = = = = == - -
1/T] 1/Tq
1 1
107 10” 10° 10'

100

-100 - 17 L

Frekvens [rad/s]

Figur 12.1 Bodediagrammet for PID-regulatorn. Parametrarna ir K’ = 1, T = 10 och Tc/l =1

egenskaper. Nar vi gor detta forutsatter vi att vi har en nigorlunda val installd
regulator. Detta innebar bland annat att skarfrekvensen w, ligger i narheten av de
béda brytfrekvenserna i regulatorn, det vill séga i néarheten av 1/T/ och 1/T}. Vi
antar dessutom att kretsoverforingsfunktionen har det typiska utseendet som visas
i figur 11.3, med avtagande forstarkning och fas, och att detta utseende aven giller
efter parametervariationerna.

K' ékar: En okning av forstirkningen K’ innebér att forstirkningskurvan hgjs
for alla frekvenser medan faskurvan forblir oférandrad. Den Gkade forstarkningen
vid laga frekvenser innebar att eventuella stationéra fel minskar.

Hojningen av forstarkningen kommer att oka skarfrekvensen w. hos det kom-
penserade systemet. Den okade skirfrekvensen medfor att snabbheten hos det slut-
na systemet o6kar. Eftersom nu fasmarginalen ska avlasas vid en hogre frekvens
kommer forstarkningsokningen ocksa att innebdra att fasmarginalen minskar och
robustheten blir samre.

T! minskar: En minskning av T/ innebér en 6kning av integralverkan, eftersom
T/ finns i ndmnaren i I-delen. En minskning av 7/ medfor att forstdrkningen ékar
for 1aga frekvenser, samtidigt som fasen minskar. Den ckade forstarkningen vid laga
frekvenser innebéar att eventuella stationdra fel minskar.

Den okade forstarkningen medfor att snabbheten hos det slutna systemet Gkar.
Eftersom fasmarginalen nu ska avlisas vid en hogre frekvens, samtidigt som fasen
minskat, blir robustheten hos det slutna systemet samre.

T} 6kar: En okning av T innebir att forstirkningen okar for hoga frekvenser,
samtidigt som fasen 6kar. Hojningen av forstarkningen innebér att skirfrekvensen
w,. Okar.

Den hojda skirfrekvensen innebér att systemet blir snabbare. Det faktum att
fasmarginalen nu ska avldsas vid en hogre frekvens ger en samre robusthet, men
eftersom vi samtidigt har hojt fasen kan vi inte dra denna slutsats. Det finns faktiskt
en mojlighet att man kan uppné bade en 6kning av snabbheten och en forbattrad
robusthet genom att héja T%. Detta giller dock bara inom vissa gréanser. Dérefter
ger en hojning av T forsdmrad robusthet.
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K’ fordubblad T/ halverad

Forstarkning
.
’
'
.
AY
b \
\
.
J
Forstarkning
*
2

Fas
Fas

Forstarkning

Fas

Figur 12.2 Bodediagram for PID-regulatorn. De streckade kurvorna visar hur Bodediagram-
men fordndras da de tre parametrarna K’, T och T); varierar.

12.2 Enkla instiallningsmetoder

PID-regulatorn ar en enkel regulator som ofta anvinds vid relativt enkla applika-
tioner diar man inte har tid eller kunskap att gora nagon djupare analys av regler-
problemet. Darfor finns det ett behov av enkla tumregler som ur enkla experiment
pa processen ger regulatorparametrar som ger en acceptabel reglering.

Det har foreslagits manga metoder for att stdlla in PID-regulatorer genom aren.
De i sarklass mest kinda metoderna ar Ziegler-Nichols metoder. De presenterades
i borjan pa 40-talet. De ar inte de basta metoderna, men bland de enklaste. Det ar
vart att betona att dessa metoder endast ska ses som tumregler som gor att man far
ratt storleksordning pa regulatorparametrarna. Har man hogre krav pa prestanda
kréavs mer avancerade metoder.

Den minsta information som beh6vs om processen som ska regleras ar en process-
forstarkning for att bestdimma regulatorforstarkningen K och en processtid for att
bestamma regulatortiderna 7; och T,;. Ziegler och Nichols presenterade tva metoder
for att ta reda pa dessa parametrar, en stegsvarsmetod och en frekvensmetod.

Den metod som anvinds mest i industrin idag 4r Lambdametoden. Den togs
fram péa sextiotalet och ger en acceptabel reglering for en stor klass av processer.

Ziegler-Nichols stegsvarsmetod

Ziegler-Nichols stegsvarsmetod bygger pa att man har processen i manuell reglering,
det vill sdga man paverkar styrsignalen u manuellt. Ingen regulator ar inkopplad.
Nar processen ar i balans gor man en stegéndring i styrsignalen. Vi antar har
att steget har storleken 1. Har det inte det méaste man normera svaret i méatsignalen
med styrsignaldndringens belopp.
I figur 12.3 visas ett stegsvar. En tangent dras genom den punkt dir stegsvaret
har maximal lutning. Ur tangentens skiarning med koordinataxlarna avlases sedan
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12.2 Enkla instdllningsmetoder

»

Stegsvar

\J

ai

Figur 12.3 Avlasning av forstarkningen a och tiden b ur processens stegsvar.

Regulator K T; Ty

P 1/a
PI 0.9/a 3b
PID 1.2/a 2b 0.5b

Tabell 12.1 Rekommenderade regulatorinstéllningar enligt Ziegler-Nichols stegsvarsmetod.

forstarkningen a och tiden b. Ziegler och Nichols foreslog att PID-parametrarna
darefter skulle berdknas med hjilp av tabell 12.1.

I tabellen ser vi att regulatorforstarkningen K ska véljas omvéant proportionellt
mot processforstirkningen a, och att regulatortiderna T; och T; ska valjas propor-
tionella mot processtiden b.

Ziegler-Nichols frekvensmetod

Ziegler och Nichols frekvensmetod bygger pa att man kopplar in en P-regulator i
reglerkretsen och déarefter gar igenom féljande steg:

1. Justera K successivt tills systemet sjalvsvanger med konstant amplitud. Den
forstarkning som ger en sjalvsvingande krets betecknas Kj.

2. Mét periodtiden Ty hos sjalvsvangningen.
3. Vilj regulatorparametrar ur tabell 12.2.

I Ziegler-Nichols frekvensmetod identifieras punkten Gp(iwg), dvs den punkt
dar processen har fasvridningen —180°. Om man kopplar in en P-regulator och
successivt 6kar forstarkningen kommer man efter ett tag till forstarkningen K, da
|KoGp(iwo)| = 1, det vill séga den kritiska punkten d4 reglerkretsen ar pa stabili-
tetsgransen. Ur forstarkningen Ky kan man dérfor baklanges riakna ut Gp(iwo) och
frekvensen wq ges av periodtiden Ty, wg = 27t/ Tp.

Nar vi nu insett hur Ziegler-Nichols frekvensmetod fungerar kan vi se att Ziegler-
Nichols foreslar att man vid P-reglering ska arbeta med en regulator med forstark-
ningsmarginalen A,, = 2.

Regulator K T; Ty
P 0.5K,

PI 0.45K, To/1.2

PID 0.6K, To/2 To/8

Tabell 12.2 Rekommenderade regulatorinstillningar enligt Ziegler-Nichols frekvensmetod.
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Foreldsning 12. PID-reglering

Lambdametoden

Lambdametoden bygger pa ett stegsvarsexperiment dar man bestdmmer processens
statiska forstarkning K, en dédtid L och en tidskonstant 7. Experimentet visas
i figur 12.4. Forst letar man upp den punkt diar métsignalen har stérst derivata
och ritar tangenten till kurvan genom denna punkt. Darefter bestimmer man skar-
ningspunkten mellan denna tangent och den linje som anger nivan hos métsignalen
fore stegandringen. Tiden fran det att man gjorde stegindringen till denna skér-
ningspunkt ger en skattning av dodtiden L. Tidskonstanten T berdknas darefter
som den tid det tar for stegsvaret att na upp till 63 % av slutvardet. Processens
statiska forstarkning K, kan man slutligen bestdmma genom att dividera matsig-
naldndringen med styrsignaldndringen:

_ Ay
P Au
Till skillnad fran Ziegler-Nichols metoder har Lambdametoden en parameter som
anvandaren kan véilja, ndmligen den 6nskade tidskonstanten hos slutna systemet.
Denna tid kallas lambda A.

Den ursprungliga Lambdametoden behandlade enbart PI-regulatorn och den ges
av

1T
K=——

K, L+ (12.1)
T,=T

Vi ser hir att integraltiden alltid viljs till processens tidskonstant T'. Forstarkningen
ar daremot beroende av valet av A. Ett vanligt val ar A = T, vilket innebar att man
forsoker gora det slutna systemet lika snabbt som processen.

Regulatorparametrarna ir framtagna pa foljande sitt. Processen och regulatorn
ges av

K,e—sL 1+sT;
Gp(s) = 22 Gr(s) =K
P(s) 14sT r() sT;
Eftersom T; = T blir kretsoverforingsfunktionen
KpKe™sL
G = —
o(s) T
Matsignal
|
63% | --------------------
Ly
LT
Styrsignal |
\ 1
Au

Figur 12.4 Bestdmning av K,, L och T ur ett stegsvarsexperiment.
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12.83 Borvdrdeshantering

Slutna systemets overforingsfunktion mellan referensviarde och méatsignal blir darfor

G(s) Go(s) KpKe L KpKesL e—sL
S) = = ~ =
14+ Go(s) sT+K,Ke=L sT+K,K(1—sL) 1+s(T/(K,K)—L)

dar approximationen bestar av att dodtiden i ndmnaren har ersatts av de forsta
termerna i dess Taylorserieutveckling. Det slutna systemet ges alltsa av ett forsta
ordningens system med samma dddtid som processens och med tidskonstanten A =
T/(K,K) — L. Genom att specificera A bestams K enligt ekvationen (12.1).

Den ursprungliga Lambdametoden togs som sagt fram enbart for PI-regulatorn,
men man kan héarleda formler for PID-regulatorn i samma anda som for PI-
regulatorn. Har approximeres dodtiden i slutna systemets ndmnare inte med en
Taylorserieutveckling utan med e~** ~ (1 —sL/2)/(1 + sL/2). Integral- och deri-
vatatiderna viljs si att poler i kretsoverforingsfunktionen forkortas, precis som for
PI-regulatorn. Reglerna for serie- och parallellformen ges av

,_ 1T _ 1 L/2+T
T K,L/2+ A K, L/2+ A
T =T T,=T+L/2
L TL
T/:— T =
=3 4T L+2T

12.3 Borvardeshantering

En regulator har normalt tva insignaler, referensvirdet r och matsignalen y, och
en utsignal, styrsignalen u. Nar vi har analyserat och berdknat regulatorer har vi
normalt antagit att reglerstrukturen ser ut som i figur 12.5.

Det gar utméarkt att anta denna standardstruktur ndr man analyserar slutna
systemets poler och stabilitetsmarginaler. Vi kan ocks& anta denna struktur nar vi
berdknar slutna systemets egenskaper vid laststorningar. Daremot hanteras refe-
rensvarden oftast inte som i figur 12.5. I figur 12.5 bildar man reglerfelet e = r — y
och later detta bli insignal till regulatorn sa att

U =GrE = Gg(R-Y)

Det betyder att referensviarde och métsignal behandlas lika i regulatorn. Det behover
de inte alls gora. Oftast vill man behandla dem pa olika séatt. Detta ska vi ge exempel
pa langre fram i forelasningen.

En mer generell regulatorstruktur visas i figur 12.6. Har ges styrsignalen av

U=GpR—-GpY
Man brukar siga att regulatorstrukturen i figur 12.6 har tva frihetsgrader, eftersom

vi nu har friheten att behandla de tva signalerna olika. Denna frihet brukar man
anvanda till att forbattra regleringen med avseende pa referensviardeséndringar.

Gr Gp

Figur 12.5 Standardstrukturen for den enkla reglerkretsen.
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Foreldsning 12. PID-reglering

_— Gr1 — Gp

_GRZ -

Figur 12.6 Struktur med tva frihetsgrader

En PID-regulator som ar instélld for att ge bra reglering vid laststorningar ger of-
ta stora 6verslangar vid stegdndringar i borviardet om standardstrukturen anvinds.
Darfor brukar man i processreglersammanhang modifiera PID-regulatorn. Detta
ska vi beskriva i nista avsnitt. Dessutom brukar man ibland lata stegdndringen i
borvardet passera genom en rampfunktion eller ett lagpassfilter for att ytterligare
minska overslangen.

I servosammanhang ar ofta referensvardesfoljning huvudmalet for regleringen.
Dar lagger man ofta ner en stor del av regulatorberdkningen pa att fa en bra féljning
av referensvardet.

Nollstillen

Tidigare i kursen har vi sett att 6verforingsfunktionens poler har en avgérande
betydelse for slutna systemets egenskaper. Nollstdllenas betydelse har vi daremot
inte diskuterat. Vi ska nu visa att nollstdllena har stor betydelse nar det giller
borvardeshanteringen.

Vi utgér fran en reglerkrets med éverforingsfunktionen G(s), métsignalen y och
insignalen referensvardet r enligt figur 12.7. I figur 12.8 visas svaret y och derivatan
av svaret y pa en stegindring i referensvéardet r.

Figur 12.7 Ursprunglig 6verforingsfunktion G dar matsignalen y ar utsignal och referensvirdet
r ar insignal

Antag nu att Gverforingsfunktionen utvidgas med ett nollstille i s = z, s& att
den nya éverforingsfunktionen mellan referensviarde och métsignal ges av

G1(s) :G(s)(1_§)

Vi betecknar den nya méitsignalen y;. Man kan beskriva den nya reglerkretsen
enligt blockschemat i figur 12.9. I figuren framgéar det att den nya métsignalen y;
kan beskrivas som en viktad summa av den gamla métsignalen y och dess derivata
y, eftersom

1
yi=y—2y
Z

Nollstallets position z avgor hur denna viktning sker. Nollstéllet har storst inverkan
d4 det ligger néra origo, det vill sédga da |z| ar liten.

I figur 12.10 visas stegsvaren for nagra olika viarden pa nollstéllet z. Stegsvaren
ges av en viktning av de tva signalerna i figur 12.8.

For positiva viarden pa z, det vill sdga da nollstallet ligger i hogra halvplanet,
kommer vikten framfor stegsvarets derivata y att vara negativ. Det innebar att
stegsvaret till en borjan gar i negativ riktning.

For negativa varden pa z, det vill sdga da nollstillet ligger i vanstra halvplanet,
kommer vikten framfor stegsvarets derivata y att vara positiv. Det innebéar att vi
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12.4 Praktiska modifieringar av PID-regulatorn

Matsignalen y
1 T T T
0.8 i
0.6 i
041 =
0.2 B
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Maitsignalens derivata y
0.35 T T T
0.3r B
0.25 i
0.2 i
0.15 B
0.1} B
0.05 B
0 1 1 1 1 1 1 1 T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tid
Figur 12.8 Stegsvaret och dess derivata for systemet G(s) = (s + 1)™°
s
z —y/z
r Y Y1
T ¢ &)

Figur 12.9 Blockschema for systemet G = G(1 —s/z)

far ett snabbare svar och att vi kan fa stora 6versliangar om nollstéllet ligger nara
origo.

Nollstallen diskuteras ndrmare i nasta avsnitt i samband med viktning av bor-
varden i PID-regulatorn.

12.4 Praktiska modifieringar av PID-regulatorn

PID-regulatorns grundlaggande form ges av ekvationen

1 de
u= K<e+ T fe(t)dt+Tda>

For att fa en praktiskt anviandbar regulator brukar denna form modifieras pa flera
olika satt. Vi ska hér ta upp de vanligaste av dessa modifieringar och gor det genom
att behandla de tre termerna var for sig.

Modifiering av P-delen

Proportionaltermen i PID-regulatorn ges av

up = Ke
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Foreldsning 12. PID-reglering

Figur 12.10 Stegsvaret for systemet G1(s) = (s + 1)™3(1 — s/2) for olika virden pa nollstallet
z. Den streckade kurvan visar det nominella fallet utan nollstélle.

En vanlig modifiering ar att 4ndra P-delen till
up = K(br —y)

dér b ar en viktfaktor som normalt valjes sa att 0 < b < 1. Man utnyttjar med andra
ord att regulatorn har tva frihetsgrader och behandlar r och y olika.

Anledningen till att man ibland vill reducera referensviardet i P-delen ar dels
att man pa det sittet kan reducera oversldngen vid stegéandringar i r, dels att man
undviker alltfér snabba dndringar i styrsignalen och darmed slitage pa utrustningen
vid snabba borvardeséndringar.

For en Pl-regulator med bérviardesviktning ges styrsignalen av

1+stiR_K1 + sT;

Y
sT; sT;

1
= — Y —_— — =
U K(bR + (R Y)) K

Borviardesviktningen paverkar nollstéllet i overforingsfunktionen mellan r och u. For
standardstrukturen d& b = 1 ligger nollstéllet i s = —1/7T;. Borvirdesviktningen b
flyttar detta nollstélle till s = —1/(bT;). Om 0 < b < 1 kommer nollstéllet att flyttas
langre in i vanstra halvplanet, vilket vi nyss sett innebéar att 6verslangen minskar.

I figur 12.11 visas reglering med en PI-regulator dar viktfaktorn b varierats. Fi-
guren visar en referensviardeséindring foljd av en laststorning. Av figuren framgéar att
regleringen av laststorningen &r opaverkad av b, medan svaret pa referensvirdesind-
ringen péaverkas. Ju mindre b idr desto mindre blir 6versldngen och stegéndringen i
styrsignalen vid borviardesandringen.

Modifiering av I-delen
Integraltermen i PID-regulatorn ges av

K
uy = T fe(t)dt

Integraltermens funktion ar att se till att stationéra fel forsvinner. Det ar darfor
viktigt att det ar just reglerfelet vi integrerar, vilket innebér att vi inte ska ha nagon
borvardesviktning i I-delen.
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Maitsignalen y
T T

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Styrsignalen u

I I I I I I I I
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
tid

Figur 12.11 Pl-reglering av processen Gp(s) = (s + 1)~ med en Pl-regulator. Borvardesvikt-
ningen b ar vald till b = 0 (lIAngsammaste svaret), b = 0.5 och b = 1 (snabbaste svaret). Figuren
visar svaret pa en stegdndring i borvéardet vid ¢ = 0 och i lasten vid ¢ = 20.

En instabil process kriaver aterkoppling for att stabiliseras. En integralterm i
regulatorn gor att regulatorn ar instabil och darfor ocksd méaste stabiliseras genom
aterkoppling. Nar signalerna i reglerkretsen begransas kan man darfor fa problem,
eftersom aterkopplingen da inte langre fungerar. Vi illustrerar vad som kan hianda
i figur 12.12.

I figur 12.12 visas styrsignalen, métsignalen och borvardet i ett fall dar styrsig-
nalen blir begriansad. Efter den forsta borvardesandringen vaxer styrsignalen upp
till sin G6vre grans uma.x. Denna styrsignal ar inte tillrackligt stor for att eliminera

Maitsignal och borvarde

Styrsignal

Umax ------ - fpr-ms&é&or—r—————————m— """ - - - -
Uut

Figur 12.12 Integratoruppvridning vid begransning av styrsignalen.
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reglerfelet. Darfor kommer integralen av reglerfelet och darmed integraltermen u;
att véxa linjart. Det innebar i sin tur att den 6nskade styrsignalen ocksa véaxer. Vi
far darfor en skillnad mellan den énskade styrsignalen u och den styrsignal som
verkligen stalls ut, ;.

I figur 12.12 visas vad som hinder d& borvardet efter en tid sénks till en niva
dir regulatorn kan reglera bort felet. Andringen i borvirdet gor att reglerfelet byter
tecken, vilket i sin tur innebéar att integraldelen och darmed u nu bérjar sjunka. Pa
grund av att integraldelen fatt vdxa och bli stor under tiden da styrsignalen varit
begriansad, kommer emellertid den verkliga styrsignalen u,; att ligga kvar en langre
tid vid begriansningen.

Problemet kallas integratoruppvridning (windup pa engelska). Det enklaste
sattet att komma tillratta med problemet dr att sluta uppdatera integraldelen nar
styrsignalen begridnsas. For detta kravs naturligtvis att regulatorn vet vad grén-
serna ar. De flesta industriella PID-regulatorer ar utrustade med metoder for att
undvika integratoruppvridning. Dessa metoder kallas anti-windup.

Modifiering av D-delen
Derivatatermen i PID-regulatorn ges av

de dr dy
=KTg— =KTy| —— —
“p ¢ dt d(dt dt)

Om man deriverar reglerfelet e pa detta satt far man mycket stora andringar i up
vid snabba variationer i e. Vi ska gora tvd modifieringar av D-delen som hanterar
problemet med alltfor snabba dndringar i r respektive y.

Det ar mycket vanligt att man helt undviker referensvérdet r i derivatadelen, sa
att derivatatermen blir J

Yy
up = K Td di
I manga sammanhang, speciellt inom processindustrin, ar referensviardet konstant
under langa tider. Nar det vil gors en dndring i referensviardet ar det ofta snabbt.
I dessa sammanhang ar det vettigt att inte ta med referensvéardet i derivatadelen,
eftersom derivatan av referensviardet ar noll under langa tider. Vid referensvér-
deséndringar ar derivatan & andra sidan s& stor att man far oonskade stora steg i
styrsignalen som sliter pa utrustningen.

I servosammanhang och i de fall man inte har snabba variationer i referensvérdet
kan man naturligtvis fortfarande ha referensviardet med i derivatadelen.

Snabba hogfrekventa variationer i mitsignalen y ar sillan orsakade av varia-
tioner i sjalva processen, utan av métbrus. Dessa hogfrekventa signaler ska man
inte derivera. I Bodediagrammet for PID-regulatorn, figur 12.1, ser man tydligt att
forstarkningen vixer da frekvensen vixer. En viss forstarkningsokning i regula-
torn vill man ha. Det ar ju den som gor att man kan oka skirfrekvensen och hoja
fasmarginalen. A andra sidan finns det ingen anledning att fortsdtta med denna
hojning vid hoga frekvenser. Darfor brukar man komplettera derivatatermen med
ett lagpassfilter, sa att derivatatermens oéverforingsfunktion éandras enligt

KTdS

KT,
dsS e 1+8Tf

Lagpassfiltrets tidskonstant Ty brukar ofta viljas automatiskt till en faktor N av
derivatatiden, det vill siga T
d
Ty = N
ddr N normalt dr i intervallet [5, 10].

Den pol lagpassfiltret bidrar med till PID-regulatorns 6verforingsfunktion med-
for att hogfrekvensforstarkningen blir K(1 + N), det vill siga konstant i stéllet
for vaxande. Ofta vill man minska storningskénsligheten ytterligare genom att in-
fora ytterligare filtrering sa att hogfrekvensforstarkningen inte ar konstant utan
avtagande for hoga frekvenser.
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Forelasning 13

Regulatorstrukturer och
implementering

Hittills har vi studerat reglertekniska problem som bygger pa strukturen hos den
enkla reglerkretsen med en matsignal och en styrsignal. I praktiken har man ofta
tillgang till fler signaler for att l6sa de olika reglerproblemen. Det finns flera mycket
vanliga grundkopplingar dar man utnyttjar flera signaler. Vi ska har ga igenom tre
av de vanligaste av dessa kopplingar, namligen kaskadkoppling, framkoppling och
dodtidskompensering. Slutligen tar vi upp nagra fragor som har att gora med det
faktum att regulatorer numera for det mesta implementeras i datorer i stéillet for i
analoga konstruktioner.

13.1 Kaskadkoppling

Kaskadreglering ar en reglerstrategi som bygger pa en kombination av tva regula-
torer, dir utsignalen fran den ena regulatorn bildar borvarde till den andra. Detta
illustreras i foljande exempel.

ExEMPEL 13.1—REGLERING AV VARMEVAXLARE

Vi ska studera regleringen av en virmevéxlare dar anga pa priméarsidan varmer upp
vatten pa sekundirsidan. Vi vill reglera temperaturen p& sekundérsidan genom att
styra angventilen pa priméarsidan. Det kan man géra genom att lata temperaturre-
gulatorn arbeta direkt pa angventilen som i figur 13.1. Det som egentligen paverkar
temperaturen ar inte angventilens lage, utan angflodet. Om ventilen &r linjar och
angtrycket inte varierar ir detta inte nagot problem, eftersom det da rader ett kon-
stant forhallande mellan ventilldget och dngflodet. Vanligtvis ar dock bade ventilen
olinjar och angtrycket varierande.

Antag t.ex. att angtrycket pa priméarsidan plotsligt minskar. D4 kommer angflo-
det att minska vilket leder till att vattnet pa sekundarsidan inte varms upp lika
mycket. Temperaturregulatorn kommer da att ge order om en stérre ventiloppning
och efter ett tag kommer angflodet ater att vara det ratta. Denna reglerstrategi

ui

R,
| Y1

Figur 13.1 Temperaturreglering av viarmevaxlare.
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us rg u1 2
Ry Ry

Y2 y1

Figur 13.2 Kaskadreglering av en varmevéaxlare.

fungerar med andra ord, men till priset att man kan f4 ganska stora stérningar i
temperaturen.

Om man kan méata angflodet kan man koppla in en flodesregulator enligt figur
13.2. Vi bildar en inre reglerkrets som ser till att angflodet regleras. Borvardet till
flodesregulatorn Ry ges av styrsignalen fran temperaturregulatorn R;. Detta ar
kaskadreglering.

Kaskadregleringen innebér att huvudregulatorn R, far en enklare arbetsuppgift.
I stallet for att R; skall utfora hela arbetet 6verlates en del av arbetet till regulatorn
Rsy. Regulatorn R; behover nu endast tala om vilket flode den vill ha. Sedan far
flodesregulatorn se till att vi verkligen haller det 6nskade flodet. En tryckvariation
kommer snabbt att regleras ut av flodesregulatorn, vilket innebér att temperaturen
inte behover storas lika mycket som nir man inte anvinder kaskadreglering. O

Den allminna principen for kaskadreglering visas i figur 13.3. Det priméara
malet ar att styra signalen y; med hjidlp av regulatorn R;. Det hade man kunnat
gora genom att enbart anvinda regulatorn R; och lata dess styrsignal ga direkt in
pa processen. Vid kaskadreglering utnyttjar man emellertid att man har tillgadng
till ytterligare en matsignal, y;. Genom att gora en lokal aterkoppling fran ys via
regulatorn Re kan man uppna en effektivare reglering 4n med bara en regulator.
Regulatorn R; kallas ofta priméarregulator och regulatorn Rs sekundérregulator.
Andra beteckningar dr "master” respektive "slave”.

Kaskadreglering ar ett typexempel pa hur man med den enkla strukturen hos
PID-regulatorn kan uppnd mer avancerade reglerlésningar genom att kombinera
flera regulatorer. Den framsta anledningen till att anvanda kaskadreglering ar att
man pa det sattet kan ta hand om stérningar som kommer in pa processavsnittet Py
snabbare, innan de hinner ge upphov till stérningar i den primara matsignalen y;.
Ett exempel pa detta ar tryckvariationerna i exemplet ovan. En forutsattning for att
detta skall lyckas ar naturligtvis att den inre reglerkretsen ar vésentligt snabbare
an den yttre reglerkretsen. En annan fordel med kaskadreglering ar att dynamiken
hos den process som primarrregulatorn skall reglera kan forenklas. Utan kaskadre-
glering arbetar regulatorn R; mot en process som bestar av processavsnitten P; och
P,. Med kaskadreglering forandras processavsnittet till kombinationen av P; och
P, aterkopplat med Rs.

ui

uz Y2 Y1
Ro Py Py

Figur 13.3 Principen for kaskadreglering.
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13.2 Framkoppling

Aterkoppling &r en effektiv metod for att 16sa reglertekniska problem. Man méter
den signal som skall regleras, jamfér den med ett borviarde och berdknar darefter
en styrsignal baserat pa denna jamforelse. Aterkopplingsprincipen har dock den
nackdelen att regulatorn inte reagerar pa en storning forrian ett reglerfel redan
har uppkommit. I manga fall 4r det mgjligt att méata en storning innan den hunnit
ge upphov till ett reglerfel. Genom att kompensera for stérningen redan innan ett
reglerfel uppstatt kan man ofta fa en dramatiskt forbattrad reglering. Denna teknik
kallas framkoppling.

Ett valkant exempel pa anvindning av framkoppling ar regleringen av tempera-
turen i bostadshus. P4 de flesta hus finns en termometer som méter utomhustem-
peraturen. Utomhustemperaturen ar ju den storsta och viktigaste storningen vid
regleringen av inomhustemperaturen. Genom att utnyttja informationen om utom-
hustemperaturen kompenserar man for variationer i denna redan innan de paverkat
inomhustemperaturen. Om t.ex. utomhustemperaturen sjunker resulterar detta i en
6kning av vattentemperaturen i radiatorerna trots att inomhustemperaturen dnnu
inte har borjat sjunka. Med hjilp av denna framkoppling kan man minska variatio-
nerna i inomhustemperaturen vasentligt.

Avgorande for hur effektiv framkopplingen &ar, ar hur tidigt vi kan méata stor-
ningen. Om vi kan méta storningen langt innan dess effekt syns i méatsignalen ar
framkopplingen effektiv, speciellt om processen har en lang dédtid. Om vi méater
storningen sa sent att dess effekt redan syns i métsignalen ar det oftast ingen idé
att framkoppla. Det ar i det fallet lika bra att lata regulatorn hantera storningen
via aterkopplingen.

Vi illustrerar framkoppling och hur framkopplingen beriknas med ett exempel.

ExEMPEL 13.2—FRAMKOPPLING AV STORFLODEN I TANKPROCESS

I figur 13.4 visas en process bestdende av tva tankar. Vatten pumpas in i den Gvre
tanken och malet ar att reglera nivan i den undre tanken. I exemplet ska vi studera
tva olika fall av stérningar. I det forsta fallet antar vi att ett storflode v; kommer in
i den Gvre tanken och i det andra fallet antar vi att storflodet vo kommer in i den
undre tanken.

Man behover naturligtvis inte gora nagot speciellt at dessa storfloden, utan kan
l6sa reglerproblemet via den vanliga aterkopplingen. Om flédena &r méatbara kan vi
dock forbattra regleringen vasentligt genom att infora framkoppling.

Vi borjar med att studera det forsta fallet da storflodet kommer in i den ovre
tanken. Reglerproblemet beskrivs i blockschemat i figur 13.5

@ u+* U1

UFB

Grp |—!

Figur 13.4 Framkoppling i exempel 13.2.

115



Forelisning 13. Regulatorstrukiturer och implementering

UrF U1
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-

Figur 13.5 Framkoppling i exempel 13.2 da storflédet v; kommer in i den 6vre tanken.

Overforingsfunktionen Gp; beskriver sambandet mellan inflodet och utflodet
i den ovre tanken, medan Gps beskriver sambandet mellan inflodet och nivan i
den undre tanken. Har har vi bortsett fran pumpens dynamik och antagit att
styrsignalen u ger det styrda flodet. Den vanliga aterkopplingsdelen av regulatorn
ges av overforingsfunktionen Grp, som alltsa bestammer aterkopplingstermen urp
i styrsignalen baserat pa referensvardet r och matsignalen y.

Slutligen har vi stérsignalen v;. Eftersom storflodet kommer in pad samma stal-
le som det styrda flodet adderas det till ingdngen pa processen. Storsignalen v
skickas till framkopplingsdelen av regulatorn Grp, vilket resulterar i att vi far en
framkopplingsterm upr. Regulatorns styrsignal ges alltsa av

U =UFB + UFF

I detta exempel ar det uppenbart hur framkopplingsdelen av regulatorn ska
bestammas. Om vi viljer Gpp = —1 sa att

Urr =GrrVi=—-V;

kommer storflodet aldrig att ge upphov till ndgon dndring i nivan y. Det ar ju ocksa
uppenbart i figur 13.4 att en dndring i storflodet v; bor ge upphov till en lika stor
andring i det styrda flodet u med omvént tecken.

Vi 6vergar nu till att studera problemet da storflodet vo kommer in i den undre
tanken. Blockschemat for problemet visas i figur 13.6.

Den optimala framkopplingen &r en framkoppling som gor att effekten av varia-
tioner i storsignalen aldrig syns i méatsignalen. Vi kan alltsa rékna ut den optimala
framkopplingsoverforingsfunktionen Grpp genom att berdkna 6verforingsfunktionen
mellan vy och y och sedan vilja Grpp sa att denna overforingsfunktion blir noll. Vi
behover dock inte gora detta. Det réacker att betrakta overforingsfunktionen mellan
ve och signalen x i figur 13.6. Signalen x svarar mot inflédet till den undre tanken.

Overforingsfunktion mellan vy och x fas ur

X =Vo+Gp1(Urp + Urr) = Gp1Urp + (1 + Gp1Grr)Va

Detta ger den optimala framkopplingsdynamiken

1
Grr = G

UrF Vg
Grr

r
— UFB u X

GrB Gp1 &) Gp2 o4

Figur 13.6 Framkoppling i exempel 13.2 d& storflodet vg kommer in i den undre tanken.
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vilket alltsa resulterar i framkopplingstermen
1
Urr = GprVp = —G—Vz
P1

De flesta processer ar av lagpasskaraktar, vilket innebér att forstarkningen avtar
vid hoga frekvenser. Detta betyder att overféringsfunktioner for processer for det
mesta har fler poler 4n nollstillen. En modell for en tank vi anvént tidigare ar t.ex.

1
s+a

Gpl(s) =

Vid berdkning av optimala framkopplingséverforingsfunktioner Grp far man
alltid uttryck som innebar att man maste invertera den delen av processdynamiken
som finns mellan styrsignalen u och den plats dar storningen paverkar processen.
I fallet med storningen v, var detta inget problem, eftersom det inte fanns nagon
sadan dynamik. Stérsignalen kom ju dér in p4 samma plats som styrsignalen. I det
aktuella fallet far vi daremot foljande framkopplingsterm i styrsignalen:

1
Upp=————Vo=—(s+a)V
Gp1

Detta betyder att vi ska derivera storflodet vg, vilket man oftast forséker undvika,
eftersom det ger upphov till storningskénslighet och stora variationer i styrsignalen.
Antingen kan man komplettera framkopplingen med ett lagpassfilter eller, vilket ar
vanligast, helt enkelt stryka de deriverande termerna och ngja sig med den statiska
framkopplingen

UFfFp = —aU2

13.3 Dodtidskompensering

Derivatadelen i en PID-regulator anviands for att prediktera framtida varden pa
matsignalen genom att studera dess derivata. Denna prediktionsmetod fungerar
daligt ndr processen har en lang dédtid. Man kan naturligtvis reglera processer med
lang dodtid med en vanlig PI-regulator, men eftersom vi har tagit bort derivatadelen
har vi fatt en regulator som inte predikterar. Detta ar en stor nackdel, eftersom en
prediktion av framtida reglerfel ar till stor hjalp just nar vi har langa dodtider.
Darfor har man konstruerat speciella regulatorer for processer med langa dédtider
som klarar av att prediktera framtida reglerfel, men da inte baserat pa derivatan
av matsignalen.

Principen for dodtidsregulatorer &r att man istillet for att studera méitsignalen
vid prediktionen studerar styrsignalen. Genom att bilda en modell av processen
som skall regleras och lata styrsignalen ga in till modellen, kan man simulera
hur matsignalen kommer att se ut under den narmaste framtiden. Den vanligaste
dodtidsregulatorn kallas for Otto-Smith-regulatorn. Principen bakom den visas i
figur 13.7.

Otto-Smith-regulatorn behover forutom de vanliga regulatorparametrarna kanna
en modell av processen. Speciellt miste man ange hur lang dodtiden &r. I figuren
ser vi att styrsignalen forutom att ga in till processen far ga in till dels en modell
av processen, dels en modell av processen med dodtiden borttagen.

Lat oss for enkelhets skull anta att modellen ar en exakt beskrivning av proces-
sen. De tva signalerna y och y; kommer da att vara identiska, och déarfor helt ta ut
varandra. Kvar som signal in till regulatorn blir d& signalen ys, det vill sdga den
signal vi hade fatt om vi inte hade haft nidgon dédtid i var process. P4 detta séatt
kommer regulatorn att arbeta mot en simulerad process som &r identisk med den
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u
i Regulator =] Process Y
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Modell utan |2
dodtid

Figur 13.7 Principen for Otto-Smith-regulatorn.

verkliga processen bortsett fran att dodtiden &ar borttagen. Regleringen blir ocksé
lika bra som den hade blivit om vi inte hade nigon dodtid, fransett det faktum att
métsignalen naturligtvis fortfarande ar fordrojd.

I praktiken ar naturligtvis inte modellen en exakt beskrivning av processen. Det
innebéar att det inte ar exakt y, som géar tillbaka till regulatorn. Detta innebéar i sin
tur att man normalt maste stélla in regulatorn forsiktigare dn vad man hade gjort
om ingen dodtid fanns.

Vi skall nu visa ett exempel pd hur en reglering med Otto-Smith-regulatorn
fungerar.

ExEmMPEL 13.3—OTTO-SMITH-REGULATORN

I figur 13.8 visas regleringen av en forsta ordningens process med dodtid. Figuren
visar bade resultatet av reglering med en Pl-regulator och med en Otto-Smith-
regulator.

Pl-regulatorn ar instélld s att den ger en sa snabb reglering som mgjligt vid
stegéndringar i borvardet, men utan 6versldng. Nar borviardeséandringen gors bor-
jar styrsignalen forsiktigt integrera reglerfelet. Integreringen sker sa langsamt att
ingen 6versliang erhalles.

Dodtidsregulatorn ar ocksa instélld si att den inte ger nagon Gversling. Regu-
latorn reagerar betydligt snabbare &n PI-regulatorn nér bérviardesdndringen och

Mitsignal
|

Styrsignal
|

Figur 13.8 Jamforelse mellan Otto-Smith-regulatorn (tjocka linjer) och en PI-regulator (tunna
linjer). Figuren visar regleringen vid en borviardesandring foljd av en laststorning.
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Gro > Gp

X 2 . yo_
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Figur 13.9 Otto-Smith-regulatorn

laststorningen kommer. Vi ser att den stora vinsten uppkommer vid bérviardesand-
ringar. Otto-Smith-regulatorn gor har hela sitt styringrepp innan métsignalen har
borjat reagera.

Vid laststorningar har ingen av regulatorerna nagon mdéjlighet att agera forran
storningen syns i métsignalen. Har kan bara framkoppling fran stérningen férbattra
resultatet namnvart. O

Vi ska nu studera Otto-Smith-regulatorns funktion narmare. Regulatorn som
beskrevs i figur 13.7 kan &ven beskrivas med blockschemat i figur 13.9. Processens
overforingsfunktion ges av

GP(S) = Gpo(s)e_SL

Den skattade processen beskrivs pa motsvarande satt av verforingsfunktionen
Gp(s) = Gpo(s)e ™"

Regulatorn Ggo som ingar i Otto-Smith-regulatorn ar oftast en enkel PI-regulator.
Ur blockschemat i figur 13.9 kan vi berdkna Otto-Smith-regulatorns styrsignal
till

U=GR0(R—Y+Y1—Y2)
=Gro(R—-Y + Gpoe_St’U — GPOU)
= GR()(R — Y) + GRoépo(e_St' — l)U

Om Gpgo ar en Pl-regulator ser vi att Otto-Smith-regulatorn kan ses som en PI-
regulator dar man lagt till en term som drivs av styrsignalen u. Det 4r denna
term som svarar for prediktionen. Jamfort med PID-regulatorn har vi med andra
ord ersatt prediktion baserat pa derivering av méitsignalen med en prediktion som
bygger pa en modell av processen, Gp, och styrsignalen.

Om modellen &r identisk med den verkliga processen, det vill sdga om Gp = Gp,
och om vi inte har nagra storningar pa processen kommer signalerna y och y; att
vara identiska. Den enda signal som gar tillbaka till regulatorn Ggo ar d& ys. Det
ger oss foljande styrsignal:

Gro
U=Ggro(R—-Y:) =Ggro(R—GpoU) = —F—R
Rro( 2) = GRro( poU) 1T CroGre
Detta ger oss i sin tur foljande relation mellan referensvirdet och métsignalen:
Y GpGro  GpoGro 1,

— = = e
R  1+GpoGro 1+ GpoGro

Det betyder att vi har samma 6verforingsfunktion som vi hade haft om processen inte
hade nagon dodtid, Gp = Gpo, bortsett fran att matsignalen naturligtvis blir fordréjd
tiden L. Idealt betyder detta i sin tur att regulatorn Gy kan bestimmas pa samma
séatt som om ingen dodtid fanns. I sjdlva verket gor modellfel och robusthetskrav att
vi maste ta hansyn till dodtiden och stilla in regulatorn mer konservativt. I kapitel
6 motiverade vi att skarfrekvensen inte bor viljas storre dn att villkoret w.L < 0.2
ar uppfyllt.
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13.4 Sampling

P4 30- och 40-talet, néar tillverkningen av regulatorer tog fart pd grund av indust-
rialiseringen, tillverkades de flesta regulatorer i pneumatisk teknik. Ganska snart
borjade dven analoga elektriska regulatorer tillverkas. I mitten pa 70-talet borja-
de man ga over till datorbaserade regulatorer och instrumentsystem. Idag har man
analoga pneumatiska regulatorer i miljoer dar man inte kan eller vill ha elektricitet.
For 6vrigt ar nasta alla regulatorer datorbaserade.

Det faktum att regulatorerna i sjédlva verket ar datorer betyder en hel del for
implementeringen. I dessa regulatorer omvandlas de analoga insignalerna till dis-
kreta signaler i A/D-omvandlare, och de diskreta utsignalerna omvandlas till analoga
signaler i D/A-omvandlare.

I figur 13.10 visas en analog métsignal och dess samplade realisering. I och
med att man samplar en signal i stéllet for att behandla den analogt forlorar man
information. Regulatorn far ingen information om métsignalen mellan samplings-
tillfallena. Det ar darfor viktigt att samplingsfrekvensen ar tillrackligt hog.

Om samplingsfrekvensen inte ar tillrackligt hog kan man raka ut for nagot som
kallas vikningseffekten eller aliasing. Problemet illustreras i figur 13.11. I figuren
visas en signal s med en periodtid strax 6ver en sekund som samplas med en
samplingsperiod pa en sekund. P4 grund av den relativt langa samplingsperioden
kommer regulatorn inte att se signalen s, utan signalen s, som &r av betydligt l4gre
frekvens. Signalen s, kallas for signalen s’s alias. (Det ar denna effekt som gor
att diligenshjul och flygplanspropellrar ibland tycks sta stilla eller ga baklanges i
filmer.)

Samplingsfrekvensen sitter en Gvre grians for hur hoga frekvenser som regula-
torn kan se. I figur 13.11 ser vi att denna frekvens, som kallas Nyquistfrekvensen,
ar

dar w, ar samplingsfrekvensen. Vi maste med andra ord se till att samplingsfre-
kvensen dr dubbelt sd hog som den hogsta frekvens vi ar intresserade av att kunna
representera i regulatorn.

Aven om vi valjer samplingsfrekvensen tillrickligt hog for att kunna representera
de intressanta signalerna i systemet har vi kvar problemet med hogfrekvent brus.
Det ar viktigt att de analoga signalerna lagpassfiltreras innan de kommer till A/D-
omvandlaren, si att komponenter 6ver Nyquistfrekvensen elimineras. Om man inte
gor det finns det risk for att hogfrekventa stérningar pa grund av vikningseffekten
dyker upp som lagfrekventa storningar i regulatorn.

Figur 13.10 En analog signal med en samplad realisering.
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Sa

14

—1
0 1 2 3 4 5

Figur 13.11 Illustration av vikningseffekten. Figuren visar den verkliga signalen s och dess
alias s,.

13.5 Diskretisering av PID-regulatorn

Om man vill implementera en kontinuerlig regulator, som t.ex. en PID-regulator,
i en dator maste man approximera deriveringar och integreringar. Detta gér man
helt enkelt si att deriveringar approximeras med differenser och integreringar med
summeringar. Vi ska se hur en PID-regulator diskretiseras.

Vi utgar fran foljande analoga PID-regulator, fér enkelhets skull given i Lapla-
cetransform

1 sTd
=K - YY)+ —E———-—Y
u <(bR )+sTi 1+4+sTqy/N )

Detta ar den version vi kom fram till efter de praktiska modifieringarna av stan-
dardformen i féregdende forelasning.
Den diskreta styrsignalen kan man skriva som

u(kh) = P(kh) + I(kh) + D(kh)

det vill sdga som en summa av proportional-, integral- och derivatatermen. I uttryc-
ket betecknar 2 samplingsintervallet och % ar ett heltal. Den diskreta styrsignalen
u(kh) ska nu beskrivas som en funktion av regulatorns insignaler r och y vid samp-
lingstidpunkterna ¢ = kh, (k. — 1)h, (k — 2)h, ... . Vi gor detta for en term i
taget.

Diskretisering av P-delen
Den kontinuerliga P-delen ar

up(t) = K(br(t) — y(¢))

Eftersom P-delen inte innehéaller nadgon dynamik blir den diskreta versionen helt
enkelt
P(kh) = K(br(kh) — y(kh))

Diskretisering av I-delen
Den kontinuerliga integraltermen ges av

ur(t) = % fote(t)dt

Har maste vi nu approximera integralen och gor det genom att ersdtta den med en
summa.

e k
I(kh) = T h ;e(ih)
En mer anviandbar form for integraltermen ar den rekursiva formen

Knh

I(kh) = 1(kh — h) + =

e(kh)
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Diskretisering av D-delen

Fran PID-regulatorns overforingsfunktion far vi foljande ekvation for derivatater-
men:

T
<1+ii)UD=—KﬂﬁY

N
Genom att inverstransformera detta uttryck for vi foljande ekvation for derivatater-
e Ty dup (1) dy(1)
adup(t y(t
t)+ — =—KT;,—+=
u(t) + ¥ g, ‘T dt

Héar maste vi approximera derivatorna och gor det genom att ersdtta dem med
differenser.

Ty D(kh) — D(kh — h)

D
(kh) + N 7

= —KTy

y(kh) — y(kh — h)
h

Derivatatermen blir darfor

D(kh — h) — 7 = (v (kh) — y(h — 1)

Tq
D(kh) - Te+ Nh

Den diskreta PID-regulatorn vi nu tagit fram kommer att fungera ungefiar som
den kontinuerliga regulatorn under forutsattning att samplingsperioden ar kort i
forhallande till det slutna systemets dominerande tidskonstant. En tumregel ar att
samplingsintervallet bor valjas sa kort att man atminstone hinner sampla tio gadnger
under en tidskonstant.
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Forelasning 14

Exempel: Kulan pa
bommen

Denna foreldasning ska dgnas helt at 16sningen av ett konkret reglertekniskt pro-
blem. Malet ar att denna genomgang ska illustrera den typiska arbetsgangen vid
I6sningen av reglertekniska problem. Vi inleder darfor med en modellbyggnadsdel
dér vi tar fram en matematisk beskrivning av processdynamiken. Darefter analy-
serar vi reglerproblemet och diskuterar olika mdjligheter for 16sningen. Slutligen
véljer vi en strategi och utfor berdkningen av regulatorn.

14.1 Modellbygge

Den forsta uppgiften ar att forstd hur processen fungerar och beskriva dess dy-
namiska egenskaper matematiskt. Vi borjar med att beskriva processen och dess
funktion.

Processbeskrivning

Processen ar en laborationsprocess — "Kulan p4 bommen”. Processen visas i figur
14.1. Grovt sett kan man dela in processen i tre delar, en kula, en bom med en
ranna déar kulan kan rulla och en elektrisk motor som vrider bommen. Malet for
regleringen &r att styra motorn s& att bommen lutar pa ett sddant satt att kulan
foljer ett referensvarde.

Processen har en styrsignal, namligen spdnningen in till motorn. Det finns tva
maétsignaler, bommens vinkel i forhallande till horisontalplanet samt kulans lage
pa bommen. Kulans ldge méits med hjalp av en resistiv trad utmed ena kanten pa
bommen.

Figur 14.1 Kulan pd bommen
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=

Figur 14.2 Schematisk beskrivning av bomprocessen med métsignalerna ¢ och z.

] Gy G. -

Figur 14.3 Blockschemabeskrivning av bomprocessen

Schematiskt kan man beskriva processen enligt figur 14.2, dar de tva métsig-
nalerna vinkeln ¢ och kulans ldge pa bommen z finns markerade. Eftersom det
finns tvad métsignaler kan man dela in processens 6verforingsfunktion i tva delar
enligt figur 14.3. Den forsta deloverforingsfunktionen G, beskriver dynamiken mel-
lan styrsignalen u och vinkeln ¢. Den andra deloverforingsfunktionen G, beskriver
sambandet mellan bommens vinkel ¢ och kulans lidge z. I modellbyggnadsdelen
kommer vi att betrakta dessa tva delar var for sig.

Dynamiken mellan styrsignalen och vinkeln

Motorn innehaller en intern aterkoppling som gor att styrsignalen ar proportionell
mot bommens vinkelhastighet, det vill sdga

¢~ kou

diar k, ar en konstant. Detta kan man latt overtyga sig om genom att gora ett
stegsvarsexperiment pa processen. Eftersom det 4r en integrerande process finns
det bara ett jamviktslage for styrsignalen dd bommen &r stilla. Om man fran detta
jamviktsldge gor en stegindring i styrsignalen kommer bommen att vridas med
en konstant vinkelhastighet. Forstdrkningen k£, kan man bestimma experimentellt
t.ex. genom att studera ett stegsvar eller genom en frekvensanalys.

I figur 14.4 visas resultatet av en frekvensanalys gjord pd bommen. Bodedi-
agrammet visar att processen for laga frekvenser har en dynamik som vil kan
approximeras med en integrator, det vill sdga att 6verforingsfunktionen

k
Gy(s) = ?q)

ar en bra modell av processen. Man kan ocksa se att |G, (iw)| = 1 for w ~ 4.5, vilket
alltsi ger oss forstarkningen k, ~ 4.5. Overforingsfunktionen G, blir alltsa

Grp(s) = ﬁ

Bodediagrammet visar ocksa att denna enkla modell bara géller for laga frekven-
ser. For hoga frekvenser borjar annan dynamik paverka systemet. For frekvenser
upp till w ~ 10 rad/s 6verensstammer forstarkningskurvan vial med modellen och
faskurvan har minskat fran modellens —90° till ca —100°. Det ar mycket viktigt att
halla reda pa modellens giltighetsomrade. Om det langre fram visar sig att vi vill
arbeta i det hogre frekvensomradet maste vi ta fram en hogre ordningens modell
som beskriver processen dven for dessa frekvenser.
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14.1 Modellbygge

Forstarkning
S
T

-100[- \ |

@ 200 1

-300 - .

—400 1o 11 12 3
10 10 10 10

Frekvens [rad/s]

Figur 14.4 Bodediagrammet for vinkelprocessen

Dynamiken mellan vinkeln och kulans lige

Sambandet mellan kulans ldge z pa bommen och bommens vinkel ¢ kan man
beriakna med hjalp av mekanikens lagar. Nar bommen lutar bildas ett vridmoment
som gor att kulan rullar. Detta illustreras i figur 14.5. Kulan paverkas ocksa av
en centrifugalkraft, men den forsummas i fortsdttningen. Kulans moment runt
kontaktpunkten pa bommen ges av

M =mgrsing

dar m ar kulans massa och r dess radie. Kulans troghetsmoment med avseende pa
kontaktpunkten fas ur tabellverk till

Tmr?
J =
5
Ur momentekvationen
M=dJdw

‘v'

mg

Figur 14.5 Kulan p4 bommen
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Forstarkning
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Fas

-100

-200

-300 i i
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Figur 14.6 Bodediagrammet for positionsprocessen. De streckade kurvorna svarar mot model-
len G, = 10/s2.

kan vi nu beridkna kulans vinkelacceleration till

M 5gsing
J

Denna ekvation ger sambandet mellan ¢ och w, men vi ar intresserade av sambandet
mellan ¢ och z. Eftersom

Z=rw
ges sambandet av
5 si
Z=rw= w ~ Tsing ~ T¢

Den sista approximationen forutsiatter smé vinkeldndringar.
Ur mekanikens lagar har vi alltsa kommit fram till 6verforingsfunktionen

det vill sdga en dubbelintegrator med forstarkningen 7. Denna 6verforingsfunktion
beskriver sambandet mellan vinkeln ¢ métt i radianer och laget z métt i meter.
Det vi saknar i 6verforingsfunktionen &ar givarens omriakningsfaktorer som ger oss
signalerna maéatta i volt. Figur 14.6 visar resultatet av en frekvensanalys gjord
pa bommen. Bodediagrammet bekraftar att dubbelintegratorn ar en bra modell
av processen. Forstarkningen kan vi beridkna genom att till exempel notera att
forstarkningen ar ett ungefor vid frekvensen w = 3.2. Det innebér att

k, k,
2 ‘2‘ = N — =
G=(3:20) = 393 ~ 75

vilket innebar att forstiarkningen dr ungefar 10. Overforingsfunktionen blir alltsa

10
G2=s—2

Figuren visar att modellen stammer bra for frekvenser upp till w ~ 5 rad/s. Over
denna frekvens forsamras modellen drastiskt.
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u 4.5 ¢ 10 z
s s2

Figur 14.7 Blockschemabeskrivning av bomprocessen

Ett problem som modellen inte téicker ar att kulan hoppar vid alltfor snabba
vinkelandringar, speciellt da den ligger langt ut p4 bommen. Modellen har inte
heller tagit hansyn till den centrifugalkraft som verkar pa kulan dd4 bommen rér

sig.

Sammanfattning

Den modell vi tagit fram for processen visas i blockschemat i figur 14.7.
Den forsta deloverforingsfunktionen, G, ar giltig for frekvenser upp till w ~ 10
rad/s, medan den andra, G,, bara galler upp till w ~ 5 rad/s.

14.2 Analys

Den process vi ska reglera har vi nu modellerat och den beskrivs i figur 14.7. Den
totala overforingsfunktionen mellan styrsignalen u och kulans lage z ges av

45
Gp =G:Gy =

Processen ar med andra ord en trippelintegrator och instabil. Dess Bodediagram
har en forstarkningskurva med lutningen —3 och en faskurva med den konstanta
fasen —270° for laga frekvenser.

Vi har gatt igenom flera olika reglerstrategier i kursen, och vi ska nu diskutera
nagra alternativ vi har for att reglera kulan pa bommen.

Kan man reglera processen med en PID-regulator? Svaret dr nej. Eftersom pro-
cessen har en fasvridning pa —270° kravs det mer an 90° fas6kning i regulatorn
for att fa en fasmarginal och ddarmed stabilisera processen. PID-regulatorn kan te-
oretiskt ge en fasokning pa hogst 90° med hjalp av D-delen. Med filter pa D-delen
kommer man inte upp till 90°.

En mgjlig 16sning ar att kombinera PID-regulatorn med en fasavancerande kom-
pensering och pa sé sitt fa en total fasokning som &r storre dn 90°. Eftersom vi har
tillgang till tva signaler kan man dock fa battre 16sningar genom att utnyttja bada
dessa. Ett satt ar att anvanda tva PID-regulatorer som arbetar i en kaskadkoppling
enligt figur 14.8. Med den inre PID-regulatorn, PID2, kan man flytta in integratorn
i G, i vanstra halvplanet. Detta innebér samtidigt att fasen for 1aga frekvenser okar
fran —90° till 0°.

Den yttre PID-regulatorn, PID1, har nu inte langre processen Gp att reglera,
utan har fatt en process med bara tva integratorer och en fasvridning pa —180° vid
laga frekvenser. Denna process gar utmérkt att reglera med en PID-regulator.

Ett annat angreppssitt for regleringen &ar att utfora regulatorberdkningarna i
frekvensplanet med kompenseringslankar. Den fasavancerande ldnken vi studerat
i kursen kan inte ensam stabilisera processen Gp. Diremot kan man efter en
kaskadkoppling med regulatorn PID2 bestdmma en kompenseringsléank i stallet for
PID-regulatorn PID1.

Ett tredje angreppssatt ar att anvianda tillstandsaterkoppling. Eftersom proces-
sen ar av tredje ordningen kravs det tre tillstdnd att aterkoppla ifran. Vi har bara
tillgang till tva tillstdnd, men genom att anvinda ett Kalmanfilter kan vi skatta ett
tredje tillstand.

Vi viljer har att 16sa regleringen med hjalp tva kaskadkopplade PID-regulatorer
enligt figur 14.8. Nar vi ar fardiga kommer vi att studera l6sningen och visa att den
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ul u 4
— " pm1 PID2 Gy G. z
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Figur 14.8 Kaskadreglering av bomprocessen

regulator vi kommit fram till mycket val hade kunnat bestaimmas med hjalp av de
andra metoderna.

14.3 Reglering
Vi har nu kommit fram till sjalva regulatorberikningen. Vi kommer att dela upp den
i tva delar. Forst bestdmmer vi sekundarregulatorn PID2 i kaskadkonfigureringen

i figur 14.8 sa att vi far en bra reglering av bommens vinkel. Darefter bestammer
vi primarregulatorn PID1 sa att vi far en bra reglering av kulans l4ge pa bommen.

Vinkelregleringen
Vid vinkelregleringen ges processens ¢verforingsfunktion av

Vi ska reglera denna med en PID-regulator. Eftersom processen har sa enkel dyna-
mik néjer vi oss med en P-regulator:

Gre2 = K>
Den slutna kretsens overfoéringsfunktion blir

45K, 1
T s+4.5K, 1+sT,

2

dar Ty = 1/(4.5K3) ar slutna systemets tidskonstant. Tack vare processens integ-
rator blir stationdra forstirkningen G5(0) = 1. Det innebédr att vi inte far négot
kvarstaende reglerfel vid stegédndringar i borviardet. Eftersom vi inte heller har nag-
ra laststorningar pa denna delen av processen motiverar detta att vi inte behover
nagon integraldel i regulatorn.

Teoretiskt kan man vilja slutna systemets tidskonstant 75 hur kort som helst
utan att fa stabilitetsproblem. Bodediagrammet i figur 14.4 visar dock att modellen
ar osidker for frekvenser 6ver 10 rad/s. En skarfrekvens pa 10 rad/s innebar att

45

det vill saga att
10
=Kog=—~22
Gre 2 =%

Detta innebédr att slutna systemets tidskonstant blir 75 = 1/(2.2 - 4.5) ~ 0.10 s.
Denna snabbhet ar fullt tillracklig och ger ingen storre begransning for den fortsatta
regleringen av kulan pa bommen.
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Kulregleringen

Vi 6vergar nu till primarregulatorn. Tack vare kaskadkopplingen och sekundérre-
gulatorn har processen Gp med tre integratorer forenklats till processen

1 10

Gp = —— .~
PL=1701s <2

Denna har fasen —180° vid laga frekvenser och med hjalp av D-delen i PID-
regulatorn kan vi fa den stabil. Det finns manga sitt att bestimma parametrarna
i regulatorn. Eftersom processen &r av tredje ordningen kan vi inte placera polerna
godtyckligt. Vi valjer darfor att bestimma regulatorparametrarna med hjalp av Bo-
dediagrammet. Designen blir enklare att genomféra om vi antar att regulatorn ar
pa serieformen

, , 1 14Ty

m=K <1+ sT{) 1+ sT;/10
Av ekvationen framgar att regulatorn har ett filter p4 derivatadelen med tidskon-
stanten T/10.

Om vi jamfor ekvationen for G%; med kompenseringsldnkarna vi studerade i

Forelasning 11 ser vi att regulatorn ar en produkt av en fasretarderande och en
fasavancerande lank. Den fasretarderande lanken ges av

1 sTI+1 _ s+1/T] _ s+a
sT, —  sT! s s+a/M

1+

ddar @ = 1/T} och M — co. Den fasavancerande ldnken ges av

, 14Ty , 1+s/b

1+sT5/10  ~ 1+4s/(bN)

dér b =1/T) och N = 10.

Vi kan nu bestdamma regulatorparametrarna med de metoder vi ldarde oss i Fo-
relasning 11. Genom att bestimma parametrarna for den fasavancerande linken
bestdammer vi derivatatiden T och forstdrkningen K’'. Dérefter bestdmmer vi inte-
graltiden 7] ur parametern a i den fasretarderande lanken.

Fasavancerande kompensering Det forsta steget vid fasavancerande kompen-
sering ar att ange specifikationer pa skarfrekvensen och fasmarginalen. I detta fallet
ar det inte s latt att hitta rimliga specifikationer, eftersom processen har sa stor
fasvridning. Fasen for Gp; gar fran —180° vid laga frekvenser till —270° vid hoga
frekvenser.

Antag att vi vill ha en fasmarginal som ar ¢, = 40°. Det betyder att kompen-
seringsldnken maste hoja fasen mer dn 40°. Om vi viljer N = 10 visar figur 11.11
att den fasavancerand linken ger en fasavancering pa 55° vid skarfrekvensen. Med
tumregeln ¢ = 0.1w. ger den fasretarderande ldnken en fasminskning pa —6° vid
skarfrekvensen. Totalt kan vi alltsa oka fasen med 49° och vi kan valja en skarfre-
kvens dar processen ger en fasvridning som ar —189°, det vill sdga

arg Gp;(iw.) = —180° — arctan(0.10w,) = —189°

Detta ger att skarfrekvensen blir w. ~ 2 rad/s.

Efter att ha valt w. kan vi nu bestdmma T%, och K’ enligt metoden som beskrevs
i Forelasning 11. Derivatatiden T}, bestams forst s& att maximal fasavancering sker
vid skérfrekvensen.

1 N 10
b\/ﬁ=wc:T§=g=\c/u_=§=1.6
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Diérefter bestdms K’ sa att w,. verkligen blir skirfrekvensen, det vill sdga sa att
kretsoverforingsfunktionen har beloppet ett vid w,.. Det ger oss ekvationen

1 10

V1+ w2012 w?

dar vi utnyttjat kunskapen att kompenseringsldnken har beloppet K'v/N vid skér-
frekvensen fran Foreldsning 11. Vi har ocksa féorsummat den fasretarderande kom-
ponenten eftersom den har en forstarkning néra ett vid skarfrekvensen. Ekvationen
ger oss nu forstarkningen

X - w?/1+w20.12 221+ 220.102
10v/10 10y/10
Fasretarderande kompensering Slutligen bestdmmer vi integraltiden 7] med

samma tumregel som vi larde oss i Forelasning 11. Integraltiden viljs sa att fasen
vid skarfrekvensen inte minskar med mer 4n 6°. Det ger oss ekvationen

|G1(iwe)Gpi(iw.)| ~ K'VN -

=0.13

1 1 1
= 0lw, =T =~ = -~ _—50
a=0lwe=>Ti = =570 =012

Resultat Vi har nu bestamt regulatorparametrarna i de tvi regulatorerna som
ingar i kaskadregleringen. Parametrarna ar

Gp1: K' =0.13 T/ =5.0 T, =16
GR2 . Kg =22

I figur 14.9 visas Bodediagrammet for kretsoverforingsfunktionen Gg1Gp1. Figu-
ren visar att vi uppnatt den onskade skarfrekvensen w, = 2 rad/s och den 6nskade
fasmarginalen ¢,, = 38°.

I figur 14.10 visas resultatet av en simulering av bomprocessen med de berik-
nade regulatorerna. Figuren visar forst svaret pa en stegindring i borvardet. Vid
tidpunkten ¢ = 20 stors regleringen av en laststorning. Laststorningen svarar mot
att man plotsligt borjar trycka pa kulan.

Forstarkning

-140
-160
-180
é -200
-220
-240
-260
_28?0’ : 1 é)“ 1 :)
Frekvens [rad/s]

Figur 14.9 Bodediagrammet for kretsoverforingsfunktionen Gr1Gp1
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Matsignalen y
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Figur 14.10 Resultat av simulering av bomprocessen. Den 6vre kurvan visar kulans lage vid
stegandringar i bérvérdet och lasten. Den undre kurvan visar styrsignalen

Bodediagrammet och simuleringen visar att regulatorberdkningen ar rimlig. Den
verkliga processen innehéller olinjariteter och omodellerad dynamik och den verkliga
regulatorn innehaller fordréjningar och filter som vi inte tagit med i berdkningen.
Detta innebar att vi kan forvanta oss avvikelser fran simuleringen. Experiment
visar dock att dessa avvikelser 4r sma och att den berdknade regulatorn fungerar
bra.

Andra angreppssitt

Vi har nu l6st reglerproblemet och valde att gora det med hjalp av tva kaskadkopp-
lade PID-regulatorer. Som namnts tidigare hade vi dven kunnat anvidnda andra
angreppsséatt. Vi ska hir avsluta med att underséka den regulator vi erhéallit och
visa att den mycket vl hade kunnat vara resultatet av andra berdkningsmetoder.

Den reglerstrategi vi tagit fram hade lika gdrna kunnat vara resultatet av en
tillstandsaterkoppling kombinerat med ett Kalmanfilter. Detta illustreras i figur
14.11. Blockschemat visar en tillstdndsaterkoppling med integration dar kulans
hastighet p4 bommen, 2, berdknas med hjilp av ett Kalmanfilter. Om man bortser
fran filtret pa derivatadelen i PID-regulatorn, kan man visa att regleringen i figur
14.11 ar identisk med de tva kaskadkopplade PID-regulatorerna om man gor foljande
val av parametrar

k1=K ko = KKyTy ks = KKy
KK,
T;

kr = KKsb ki =

dar vi valt att skriva om Gpg; pa parallellform. Den enda skillnaden &r att kulans
hastighet i PID-regulatorn skattas genom att méitsignalen deriveras, medan den i
figur 14.11 skattas med hjilp av ett Kalmanfilter.
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Figur 14.11 Kaskadreglering av bomprocessen tolkad som tillstdndsaterkoppling och Kalman-
filtrering

PID-regulatorernas parametrar hade vi kunnat ta fram genom polplacering, dven
om vi inte hade kunnat placera polerna godtyckligt i den yttre kretsen. Vi hade dven
kunnat anvinda andra installningsmetoder for PID-regulatorer.

Med detta avslutande avsnitt har vi konstaterat att de olika metoder for att
berakna regulatorer som vi studerat mycket val kan leda fram till samma regulator.
Skillnaden mellan metoderna ligger alltsa inte primért i de resulterande regulatorer
de ger, utan i siattet varpa de beridknas.
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