Matematikrepetition infor Reglerteknik AK

Maria Karlsson

2005

I kursen Reglerteknik AK anvinds en hel del matematik fran gymnasiet och
kurserna i Analys och Linjéar algebra. Fran tidigare ar vet vi att en del studenter
tycker att kursen i reglerteknik 4r svar i borjan eftersom man inte repeterat
denna matematik pa ett par ar.

Har visar vi exempel pa berdkningar du kommer att behéva gora under kur-
sen. Om du &r osédker pa nagonting hir bor du repetera; pa 6vningarna forutsatts
att alla kénner till det hidr materialet. Fraga giarna din 6vningsledare om du far
problem med nagon uppgift, men riakna vid behov dessa uppgifter hemma sa att
du inte kommer efter i de vanliga 6vningarna.

Ta med dig detta héfte till 6vningarna sa att din 6vningsledare kan hinvisa
hit om du kor fast pa ett rent matematikproblem.

Komplexa tal
1.

a. Tag ut realdel Re(z) och imaginérdel Im(z) av talet

z=-24+31

b. Rita in talet z = 2 + 4i i komplexa talplanet.

c. Rita in talet z = —1 + i 1 komplexa talplanet och markera i figuren absol-
utbeloppet och argumentet.

d. Berikna absolutbelopp |z| och argument arg(z) for talet z = —1 +i.
e. Skriv talet z = —1 + i pa polar form.

f. Tag ut realdel och imaginirdel av talet z = 3e™

a. Berikna |e?|, dar @ &r ett reellt tal.

b. Beriikna arg(e®), dir @ &r ett reellt tal.
c. Berdkna | — 2(—1 + 2i)(—4 — 31)|

d. Beridkna arg(—2(—1 + 2i)(—4 — 3i))

2e~ 5t (2—i)2 |

e. Berdkna |~ 3



26_5i(2—i)2)

f. Beridkna arg( 2i+3

Andragradsekvationer

Los ekvationen x2 —x +4 =0
Los ekvationen 3x2 +2x+1=0

Partialbraksuppdelning

Partialbraksuppdela
1
) = i DE+2)
det vill sdga skriv f(x) pa formen
a b
flx) = x+1 x+4+2
dir a och b ar konstanter.
Partialbraksuppdela
3x+11
0= i E—9E+2)
Partialbraksuppdela
2
flx) = x2+3x+2
Matriser

a. Beridkna produkten av matriserna A och B

N N

b. Beridkna produkten av matriserna A och B

A-B= [_31] : (1 2]

c. Berdkna produkten av matriserna A och B

A-B= (—1 0] : [_45]



10.

11.

12.

13.

Berikna determinanten till matrisen

a= (7 0)

Invertera matrisen A

Berdkna egenvirden till matrisen A i uppgift 10.

Berikna egenvirden till matrisen

-1 0 O
A= 0 4 0
0 0 -2
Foljande ekvationssystem &r givet
5x14+3x9 =17

2x1—x2=0

Skriv detta pa formen Ax = B, dar A ir en matris, B &4r en vektor och x
har formen

X1

X2

3
Il
—

. Skriv ekvationssystemet

x1+x3=0
xg—x3=1
X1+ x9 = 2

pa formen Ax = B.

Taylorserieutveckling

Taylorutveckla funktionen f(x) = x2 i punkten x = 2 upp till forsta ord-
ningens termer.

Taylorutveckla funktionen f(x,u) = 5v/3x + sin(u) i punkten x =3, u =7
upp till férsta ordningens termer.



Losningar

Komplexa tal

1.
a. Re(z) = —2, Im(z) = 3. Observera att imaginédrdelen inte ar 3i.
b. Se figur 1.
Im(2)
4 + X
2 Re(z2)
Figur 1
Im(2)
1 £
: ’ ¢
-1 Re(z2)
Figur 2
c. Se figur 2. Absolutbeloppet |z| = r &r avstandet till origo, argumentet

arg(z) = ¢ ar vinkeln till positiva reella axeln.

d. Absolutbeloppet |z|: Vi kan se fran figur 2 att absolutbeloppet |z| ar hypo-
tenusan i en ratvinklig triangel déir de bada 6vriga sidorna har lidngderna
|Re(z)| och [Im(2)|, se figur 3. Fran Pythagoras sats kan vi nu berdkna |z]
som

2] = \/(Re(2))? + (Im(2))?
Denna formel géller for att berdkna absolutbeloppet for alla komplexa tal z.
I vart fall har vi Re(z) = —1 och Im(2) = 1 och far |z| = \/(—=1)2 + 12 = V2,
Argumentet arg(z): Vi berdaknar hir argumentet i radianer. Vinkeln ¢ i figur
2 kan berdknas som ¢ = 7 — v déar v &r vinkeln i triangeln i figur 3. Vi kan



Figur 3

nu anvanda att

_ Im(2) B Im(z2)
tan(v) = Re(2)| = v = arctan <|Re(z)|>

Vi far v = arctan(1/1) = arctan1 = 7 /4, och sédledes ¢ =7 —v =7 —7/4 =
37 /4.

. Ett tal z skrivs pa polir form som z = |z|e?"8(?), Fran d-uppgiften vet vi att
|z = V2, arg(z) = 37 /4, sa det giller att z = —1 + i = /2e37/4,

. Vi kan skriva z som
z=3e"™ = 3(cos(n) + isin(r)) = 3(—1+i-0) = -3

Vi ser nu att Re(z) = —3, Im(z) = 0.

|e®| = | cos(@) + i sin(w)| = \/cos2(a)) +sin®(w) =vV1=1

Detta resultat ar bra att lara sig utantill.

. Talet e®® ar ett komplext tal med absolutbeloppet 1 och argumentet w,
skrivet pa polar form. Diarmed giller det att

arg(e”) =

Aven detta resultat dr bra att ldra sig utantill.

| —2(—1+2i)(—4—3i)| = | —2|- | —1+2i| | —4—3i| =
2-1/(-1)2+22./(~4)2 + (-3)2 = 2v/5V25 = 10V/5 ~ 22.36




d. For argument giller samma rikneregler som for logaritmer, t.ex.
arg(xy?/z) = arg(x) + 2arg(y) — arg(2)
Vi far da

arg(—2(—1+ 2i)(—4 — 3i)) = arg(—2) + arg(—1 + 2i) + arg(—4 — 3i) =
7 + (7 + arctan(2/ — 1)) + (7 + arctan(—3/ — 4)) =
37 + arctan(—2) + arctan(3/4) ~ 8.96

2e7%(2—0)"| _2e |2 i _2-12*+(-1)*) _ 10 .
2043 | 243 VZyy VI3 T
£

2i+3
0 + (—5) + 2arctan(—1/2) — arctan(2/3) ~ —3.51

arg <W> = arg(2) +arg(e™™) + 2arg(2 — i) — arg(2i + 3) =

Andragradsekvationer

Losningarna till ekvationen x% + px 4+ g = 0, dér p och g #r konstanter, ges

av formeln
X1,2 = —% :|: M

I vart fall har vi p = —1, ¢ = 4, och far losmngarna

1 /= 1 [ 15 VI ,
x1,2—_7:|: (7) — E:I: Z 2 ~ 0.5+ 1.94;

For att kunna anvidnda den allménna formeln for att 16sa andragradsekva-
tioner delar vi forst ekvationen med 3, och far

2 1

2

“ =0
X +3x—|—3

Med formeln i uppgift 3 (p = 2/3, ¢ =1/3) fas nu

1 1 1 \/§
- =24~ ~-0.33+047i
9 3 3 13 0.33+047:

[SLR

X12 = —
Partialbraksuppdelning

Antag att f(x) kan skrivas pa den givna formen,

1 _a + b
(x+1D)(x+2) x+1 x+2

O



Sétt nu de tva termerna pa gemensamt brakstreck,

a b a(x+2)+b(x+1) x(a+b)+2a+bd

+l 242 @ D@42 @E+DE+2)

flx) =

For att detta ska stimma med den givna funktionen f(x) maste det nu
gilla att

a+b=0
20+b=1
Genom att 16sa ekvationssystemet fas a = 1 och b = —1, och det giller att
1 1 1

)= i DE+2) “xtl xt2

P& samma séatt som i den forra uppgiften far vi

. 3x + 11 _a b c
flx) = (x+1)(x—3)(x+2) _x—|—1+x—3+x—|—2
_a(x—=3)(x+2)+b(x+1)(x+2)+c(x+1)(x—3)
B (x+1)(x—3)(x+2)

_ x%(a+b+c)+x(—a+3b—2c) —6a+2b—3c
B (x+1)(x—3)(x+2)

Vi kan nu lésa ekvationssystemet

a+b+c=0
—a+3b—2c=3
—6a +2b —3c =11

Genom att t.ex. anvidnda minirdknare eller gora variabelsubstitution for
hand kan vi hitta 16sningen som a = —2, b = 1, ¢ = 1. Det géller da att
3+ 11x 2 1 1

G+ )x—3)(x+2) x+1 x-3 x+2

fx) =
Beridkna forst rétterna till namnarpolynomet

2 438x+2=0 = x;=—1, x9=—2
Vi kan nu skriva f(x) som

2 2

f(x):x2+3x+2: (x+1)(x +2)

Pa samma sétt som i tidigare uppgifter far vi nu

B 9 o b a(x+2)+b(x+1)
f(x)—(x+1)(x+2)_x+1+x+2_ (x+1)(x +2)
:x(a+b)+2(1+b

(x +1)(x + 2)




Vi kan nu lésa ekvationssystemet

a+b=0
20+b=2

och far a = 2, b = —2. Det giller alltsa att

fe) = 5o = e
S x243x+2 x+1 x+2
Matriser
8.
* 1-140-4 —1-—2+0-—5 1 2
3-1+2-4 3.-242.--5 11 -16
b.
-1-1 —-1-2 -1 -2
3-1 3-2 3 6
c.
A-B= [—1-4+0~—5] =4
9.
det(A)=—2-0—-4-1=—-4
Formeln for att berikna determinanten for en 2 * 2-matris finns i formel-
samlingen.
10.
A—1=; 4 -2 :; 4 -2 _ -2 1
det(4) | -3 1 1-4-2-3 -3 1 3 -3
Formeln for att berdkna inversen till en 2+2-matris finns i formelsamlingen.
11.
a. Egenvirdena A till en matris A ges av ekvationen (som star angiven i for-
melsamlingen)
det(AI —A) =0
Har far vi

det(u—A)=det</1[(1) (1)]_[; i]>:det<[1_—31 /1__24]>

=(A-1)(A—-4)—(-2)-(-3)=2*-51-2=0

Genom att 16sa andragradsekvationen far vi

5 5\ 2
A=5%\[(5) +2 = 21=-037, 22 =537



b. Har 4r A en diagonal matris och egenviardena &dr ddrmed desamma som
diagonalelementen, 11 = —1, Ay =4, 13 = —2.

12.

a. Ekvationssystemet kan skrivas som

5 N 3 (7
2) T l-1)"7 (o
vilket 4r detsamma som
2 S) (5] (o)
2 -1) lx) Lo
b. Ekvationssystemet kan skrivas som

1 X1
-1 X9 = 1
1 1 0 X3

Taylorserieutveckling

13.
a. En funktion f(x) kan utvecklas i en Taylorserie kring punkten a, dvs skri-
vas som
1df 1d%f 9
f(x) = f(a)+ 1_!%((1)(95—(1)-1- z—!W(x—a) +...

Vi kan sedan fa en approximation av funktionen f(x) som stidmmer bra
kring x = a genom att bara rdkna med nagra av de férsta termerna i den
odndliga Taylorserien.

I var uppgift vill vi utveckla f(x) till férsta ordningens termer, dvs de forsta
tva termerna i Taylorserien. Vi vill utveckla f(x) kring punkten x = 2, dvs

a=2.
Vi far da p
f) ~ 1) + L) —2)
Vi har if if
och far

f(x) 4 +4(x—2)=4(x—1)



b. Har ar f(x,u) en funktion av tva variabler och Taylorserieutvecklingen i
punkten x = a, u = b ges av

f(x,u) = f(a,b) + %%(a,b)(x—a) + %%(a,b)(u —b)+
2
L -+ 22 - —b) + 8L @ b))+ ..

2! 9x2 2! 9xdu 2! u?
Da vi ska rakna upp till férsta ordningens termer tar vi med den konstanta

termen f(a,b) samt de termer som innehaller forstaderivator av f(x,u).
Vi far da

0 0
flx,u) ~ f(3,7) + 8—£(3,ﬂ)(x—3)+8—£(3,ﬂ)(u—ﬂ)
Vi har
Of _syglyt 5 [3 0 5_
f(8,7) =15—0 =15, a_5\f§x _2\/;, o (3.7) =5 =25,
of of _
E—cos(u) £(3,7r)——1
och far da

fle,u) ~15+25(x—3)—1(u —7) ~ 10.64 —2.5x —u



